EJERCICIOS RESUELTOS DE LIMITES
2.4.1. Sobre limites de funciones:

1. Usando la definicion de limite de una funcion , pruébese que: Liné (9-3x)=-6

Solucion:

Sea € un numero positivo cualquiera dado. Se debe hallarun & >0 tal que:
0<|x-5<8 =09-3x)-(6) <e (1)

Para ello considérese la desigualdad de la derecha de (1).

(9-3x)-(-6)<e = [9-3x+6|<c¢

o 15 -3x/<e

& Bx-15/<e (V.A5)
o 3x-5|<e (factorizando)
& x -5 < % (2)

Comparando la desigualdad del lado izquierdo de (1) con la desigualdad (2), se puede

€ . : ,
escoger & =—. (Por supuesto, cualquier valor menor funcionara para o ).

Prueba formal.

Dado € >0, existe 8=%>0, tal que,

0<|x-5/<3 :>\x—5\<%
= ‘3x—15‘<8

= 15 - 3x|<¢
= 9-3x+6/<e
= [(9-3x)-(-6)<e

En particular, si una persona A escogeun ¢ =0.01, en este ejemplo, entonces otra
persona B responderd conun 6 =0.01/3=0.0033.

Si A propone & =0.000003, B escogera & =0.000001 (cualquier valor menor
también satisface).

Al graficar larecta y = f(x)=9 —3x (fig.2.9.), se nota que para “obligar” a (9
—3x) aestarcercade —6, sedebe “obligar” a x aqueestécercade 5.
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Fig 2.9

fig. 2.9.

2. Usando la definicion del limite de wuna funcion, demuéstrese que:

2 _— J—
Lim 2x x -1 _
x—>1 _x_l

3

Solucion:
Andlisis preliminar.

Sea & un namero positivo cualquiera dado. Se debe hallarun o >0 tal que:

2 _x-1

-3 <e¢ (1)

Si 0< \x—l‘ < & , entonces
x—1

Para ello, considérese inicialmente la desigualdad de la derecha de (1).

2
2x—x—1_3 <g & (2x+1)(x—1)_3 <e (factorizando)
x—1 (x — 1)
& ‘(Zx + 1)— 3‘ <e (simplificando, puesto que
x—1#0)

o [2x-2<e

@\x—1\<%Ax¢1 )



Comparando la desigualdad del lado izquierdo de (1) con la desigualdad (2), se puede

€ : :
escoger O = 5 (cualquier valor menor funciona).

Prueba formal.

Dado € >0, existe 6:%>0, tal que,
0<|x-1/<8 = [x-1/<8 Ax=l
= ‘x—1‘<8—/\x¢1

2

:‘2x—2‘<8/\x¢1

= |2x+1)-3[<enx=l

- (2x+1)()c—1)_3 <
(x-=1)
2x% —x-1
= | —FF———-3|< ¢
x —1

En particular, si en este ejemplo una persona A escoge un & =0.01, entonces otra
persona B respondera conun & =0.005. Si A propone & =0.0002, B escogera
0 =0.0001 (cualquier valor menor también cumple).

. 2x? —x -1 ,
La grafica de la funcion y = f(x) = % es la misma que corresponde a

la recta de ecuacion y = 2x+1, con x#1.

En la fig. 2.10., aparece la grafica de la funcién dada. Notese que si el ancho de la
banda alrededor del punto y =3 es &, entonces, el ancho de la banda alrededor del
punto x=1 es & =¢/2.
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fig. 2.10.

3. Considérese la funcioén definida por  f(x)=x", con neN. Evaltese:

Lo SR = [(2)

h—>0 h

Solucion:

Lim f(2+h)_ f(2) - Lim (2+ h)” —_n

h—0 h h—0

(D

Si se intentase evaluar directamente el ultimo limite, se obtendria

(2+0)'-2" o
0 0
(indeterminado).

Se puede eliminar la indeterminacion, factorizando el numerador de la fraccion (1):

Lo QEm) =2t 24 ) - 2a+m "+ @+ n) 2@+ h) 2% w2

h—0 h >0 h

i ple+my " +@+n)" 2+ @+h)" 27+ 127 ]

h—>0 h



=5%ﬁ2+hy1+(2+m”2a+(2+m”322+m+2”j

n—terminos

=2 42" 42" 42"

n—terminos

:n.zn—l

4. Evaluar: Lim _

x—>4 \/;—2

Solucion:

Si se aplica directamente el limite de un cociente, se llega a la forma indeterminada

oo

o

Se puede eliminar la indeterminacion, racionalizando el denominador y simplifican
Asi:

0.

x -4 o (x-H(/x+2)

Lim —— = Lim

S fx -2 s (x -2 ) /x + 2)

= Lim (x_4)(ﬁ+2):Lim (Vx+2)=-/4+2=4

x—>4 x—4 x—>4

5. Evaltese: Lim Zx+1-3

=4 fx—2 -2

Solucion:

o : : 0
Al sustituir directamente x por 4, se llega a la forma indeterminada 0 Para

tratar de eliminar la indeterminacion, se multiplican numerador y denominador de la
fraccion por la expresion conjugada del denominador. Asi:

Lo A2xe1-3 o (axri-3)/x-2+.02)
e x-2-2 -2 -2 ) -2 +42)
o W2xe1-3) -2+ 2)

4 (x-2)-2




_ Lim («/2x+1—3 x—2 \/5)

x—4 x—4

Al sustituir nuevamente x  por 4, en la ultima expresion, continla la

indeterminacion —. Para eliminarla, se multiplica numerador y denominador de la
ultima fraccion por («/ 2x+1+ 3).
Luego,

. (2xei-s)x -2+ 2 ) 2x s+ 3)
I e SN il (-4 l2xr1+3)

x+1-9]/x—2+2)
B - e 2x+1+3)

. 2(x—4)/x-2+-2)
TG a1 49)

Co(Sx-2442) a2 22
= le = =
=4 A 2x+1+3 6 3

6.  Encuéntrese el valor del siguiente limite, o establezca que no existe:

_ ‘x — 1‘
Lim ,x =1,
x>l x —1
Solucion:

De acuerdo con la definicidon de valor absoluto, se tiene:

‘ 1‘ x—-1 si x-120
x—1= _—
—-(x-1) si x-1<0

x—1 si x21

Es decir, x—lz{1 . |
—x si x<

De esta forma:
‘x - 1‘ _x—1

x —1 x —1

=1,s1 x > 1



x -1
x—1
La funcion: f(x)=——
tramos, asi:
‘x - 1‘ 1
f(x) = =
x—1

(x-1)
x-1 - |
1’ x # 1, puede escribirse entonces como una funcién a
x —
si x>1

-1 si x<1

Su grafica aparece en la fig. 2.12.
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Fig 2.12
Lim f(x)= Lim(-1)=-1
x—1" x—1" .
= Lim f(x
Ahora, £ = Lim() =1 Lin f(x¥)  NOEXISTE
x>l x—1*

7. Considérese la fun

cion a tramos definida asi:

x? Si x <=2

f(x)=qax+b si —-2<x<2

2x—5 si x=>2



Encuéntrense los valores de las constantes a y b para que: Lim2 f(x) vy
X— -

Lim f(x) existan.
x—2
Solucion:

El siguiente diagrama recoge la informacion obtenida de f.

f(x)=x" f(x)=ax +b
f(x)=2x-5

Lim f(x) existe < Lin; f(x) vy Linzqf(x) existen

x—>-2

y ademds: Lim f(x)= Lim f(x)

Pero, Lim f(x)= Lim (ax +b)=-2a+b (1).
x—>-2% x—>-2"

Lim f(x)= Lim (x*)=4 (2).

x—>-2" x—>-2"
Para que el limitede f(x) en —2 exista, esprecisoque: —2a +b =4 (3).
Igualmente,

Ling f(x) existe < Liigi+ f(x) y Li?;{ f(x) existen
y ademds: Lim S(x) = Lim S (x)
Pero, Li};a+ f(x)= Liigfi(Zx -5)=-1 4).

Lim f(x)=Lim(ax +b)=2a+b (5.
x—2" x—>2"

De (4) y (5) sesigueque 2a +b = -1 (6).
Resolviendo simultdneamente las ecuaciones (3) y (6) se obtiene: a = —i y

p=>.
2



Con estos valores, la funcién f se transforma en:

La graficade f aparece enla fig. 2.13.

x? Si x <=2
5 3 )
f(x)=9——x+— si —-2<x<2
4 2
2x -5 Si x=>2
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