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ALGEBRA DE LAS FUNCIONES

Supongamos que f y g son funciones con dominios A y B. Entonces las funciones
f+g, f—g, fgy f/g sedefinen como sigue:

(f+9)(x)=f(x)+9(x), Dom(f+g)=AnB.
(f-9)(x)=f(x)—g(x), Dom(f-g)=AnB.

(fg)(x) = f(x)g9(x), Dom(fg)=AnB.
( j( )= 100 Dom(f /g) = {x e AnB/g(x) = 0}.
g(x)’
Ejemplo:

1. Supongamos que f(x)=x y g(X)=+/x.
(@) Obtenga las funciones f +g, f —g, fg, f /g,y susdominios.

(b) Determine (f +g)(4), (f —9)(9), (fg)(2) y (f/9)(25).
Solucién:

(a) El dominiode f es IR yelde g es dom(g) = {x € IR/x>0}.
(f +9)(X) = f(X)+g(x) = x++/x, Dom(f+g)={xelIR/x>0}
(f —g)(x) = f(x)—g(x) = x—+/x, Dom(f —g)={xelIR/x>0}.

(fg)(x) = f(X)g(x) = xVX, Dom( fg) = {x e IR/x>0}.
(j() fgg %=\/; Dom(f/g)={xeIR/x>0}.

Se excluye x =0, yaque g(0) =0, indetermina a la funcion f/g.

(b) (f+9)(4)=f(4)+g(4)=4+4 = 4+2=6.
(f —g)(9)=f(9)-g(9=9-+9 =9-3=6.
(19)(2) = f(2)9(2) =2v2.

f(25) 25 25
/ =2
(f/9)(25) = (25 2B 5




Gréfica de las funciones f, g, f+g, f-g, fgy f/g.

11
3_
2_
17
R 1 2
-1
Legend
f
g
f+g
3_
2_
-‘l_
; i E E
RE
Legend
f
g



5_
4_'
3_
2_
11
1 1 -2 3

-1

Legend

f

g

fiy
3-
5]
1-

1 1 S 2

-1

Legend

f

q

iy

Ejercicios:

1. Determine f +g, f—-g, fg, f/g, asi como su dominio.

a) f(X)=x*-x, g(x)=x+5.



b) f(X)=+v1+x, g(x)=+1-Xx.
2 2
) f)==,9(x)=-——.
X X+4
2. Obtenga las graficas de f, g y f +g en una pantalla comun, con el fin de
ilustrar la suma gréfica.

a) f(x)=+v1+x, g(x)=+v1-x.
b) f(x)=x*, g(x)=x.
c) f(x)=x* gx)=x°.

d f(x)=41-x, g(x)= 1—%2.

COMPOSICION DE FUNCIONES

Dadas dos funciones f y g, la funcién compuesta f og (selee f compuesta con
g ) esta definida por
(fo0)(x) = f(g(x))

El dominio de la funcién f o g es el conjunto de todas las x en el dominio de g
tales que g(x)esta en el dominio de f . En otras palabras (f o g)(x) esta definida
siempre que tanto g(x) como f(g(x)), estén definidas.

Una buena forma de entender el concepto de composicion de funciones es mediante
el diagrama siguiente.

Ejemplo:
Para las funciones f(x)=+1-x, g(x)=x* determine (a) (f-g)(x) , (b)
Dom(f 2 g), (c) (g f)(x), (d) Dom(go f)




Solucién:

(@) (fog)(x)= f(g(x)) = f(x*). Aplicamos la funcion g(x) = x>.
(f og)(x) = F(g(x) = f(x?) = v1—x? . Aplicamos la funcién f(x) =1—x .

Por lo tanto (f o g)(x) = ﬂ

(b) La funcion g(x) = x* esta definida para todo x € IR. Mientras que (f o g)(x) =
\/1—7 esta definida para 1—x* >0, es decir si —1<x<1. Luego Dom(f o g)
=[-1.1]

(©) (9o F)(X) = g(f(x)) = g(v1-x). Aplicamos f(x) =+1-x.
(g° F)(¥) = g(f(x) = g(WL-x) = (VL-x)*. Aplicamos g(x) = x".

Por lo tanto (g o f)(x) = (v1—X)? =[1-x.

(d) La funcién f(x) = J1-x esta definida para 1-x >0, es decir x <1. Mientras
que (go f)(x)=[L—x esta definida para todo x e IR. Luego Dom(go f) =
]-,1].
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Ejercicios:

1. Utilice f(x) =3x—-5y g(x) =2—x para evaluar la expresion dada.
a) f(9(0)), g(f(0)) .
b) f(f(4)), 9(9(4).
c) (fog)(=2), (9o f)(-2).
d) (fog)(x), (g0 f)(X).

2. Determine las funciones fog, gof, fof y gog,asi como sudominio.
a) f(x)=2x+3, g(x)=4x-1.
b) f(x)=2x"-x, g(x)=3x+2.
c) f(x)=+/x-1, g(x)=x>.

1 X—1
d) f(X)=H,9(X)=m-
e) f(x)=%x, g(x)=1-x.
f) f()—

X+ 2 X
X)=——.
900 =—

9) f(X)—\/— g(x) =x* - 4x.

3. Determine fogoh.

a)
b)

c)

f(x)=x-1, g(x) =/x, h(x) = x—1.
f(x)=x*+1, g(x) =x-5, h(x) =/x.

F(x) =X, g(x):é, h(x) = ¥/x .



4. Exprese la funcion enlaforma fog.
2
X

a) F(x)=(x-9)°, b) G(x) = Za

C) H(x):‘l—x3‘.

5. Se deja caer una piedra en un lago, creando unas ondas circulares que se
desplazan hacia el exterior a una rapidez de 60 cm/s. Exprese el area de este
circulo como wuna funcion del tiempo t (en segundos). Solucion:
A(t) = 36007 t>.

6. Un aeroplano vuela a una rapidez de 350 millas/h a una altitud de 1 milla. El
aeroplano pasa directamente por encima de una estacion de radar en el tiempo
t=0.

a) Exprese la distancia s entre el aeroplano y la estacion de radar como
una funciéon de d .

b) Exprese la distancia horizontal d (en millas) que ha volado el
aeroplano como una funcion de t (en horas).

c) Utilice la composicion para expresar s en funcion de t.

Solucién:

(@) s=f(d)=+v1+d?, (b) d = g(t) =350t, (c) s= f(g(t)) =+/1+122,500t> .

FUNCIONES UNO A UNO Y SUS INVERSAS

Una funcion con dominio A se conoce como uno a uno (inyectiva) si no hay dos
elementos de A que tengan la misma imagen, esto es
f(x,) = f(x,) siempre que X, # X,

Una forma equivalente de escribir la condicion de una funcion de uno a uno es la
siguiente.
si f(x,)=f(x,),entonces X, =X,.

Ejemplo:

1. Determine si la funcion f(x) = x> —2x+5, es uno a uno.

Solucion:

Si X, # X, entonces xl2 #* x22 no es siempre cierto, ya que por ejemplo —2 =2 no
implica que 4 =(-2)* # 2> =4. Luego f(x)=x*—2x+5 no es uno a uno.

De la otra forma, si f(x,)=f(x,) entonces x,°—2x +5=x,"—2X,+5.
Simplificando, obtenemos x,> = x,”. Es decir, X, = +X,. Luego, no se cumple que
X, = X,. Por lotanto f(x)=x*-2x+5, noesuno a uno.




Graficamente, es mas facil darse cuenta si la funcién es o no uno a uno.
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Observe que para y =16, existen dos valores de X, distintos, tales que f(x)=16.

2. Determinesi f(x)=x>+1, es uno a uno.

Solucion:

Supongamos que f(x,) = f(x,), es decir, x,* +1=x,° +1. De donde se deduce que
x,° = x,°. Aplicando raiz clbica a ambos lados, obtenemos x, = x, . Por lo tanto
f(x)=x%+1, es uno a uno.




FUNCIONES INVERSAS

Sea f una funcién uno a uno con dominio A y recorrido B. Entonces su funcion
inversa f " tiene dominio B y recorrido A y esta definida por

fiy)=x & f(x)=y

Ejemplos:
1. Si f(=3)=6, f(0)=4,y f(5)=-2, determine f(6), f1(4) y f(-2).
Solucion:
De la definicion de f ' obtenemos:
f(6)=-3,yaque f(-3)=6.
f(4)=0, yaque f(0)=4.
f'(-2)=5,yaque f(5)=-2.
2. Demuestre que f(x)=x*y g(x)=x"? son inversas entre si.
Solucion:
Como f(g(x))=f(x"*)=(x"*)’=xy g(f(x))=g(x*)=(x*)"*=x, se deduce
que (fog)(X)=(go f)(X)=x,esdecir fog=gof =1, lafuncion identidad. En
pocas palabras g=f "o f=g".
3. Determine la funcion inversa de f(x) =3+5x.

Solucion:
Despejamos x de f(x)=3+5x=1y.
Esto es x=yT_3. Es decir, f*(y)= X:yT—?).

., . X— , . .
Luego, la funcion inversa es f‘l(x)=T3. En término de la variable

independiente X.

Ejercicios:
1. Determine si la funcién es uno a uno.
a) f(x)=7x-3,b) g(x)=+x,c) h(x)=x*+1,d) s(x)=|x.

2. Suponga que f esuna funcion uno a uno.
a) Si f(2)=7,determine f (7).
b) Si f*(3)=-1, determine f(-1).
c) Si f(x)=5-2x, determine f *(3).
d) Si g(x)=x*+4x con x>-2, determine g *(5).




3. Obtenga la funcion inversade f .

a) f(x)=4x+5. b)f(x)=i, X>-2.
X+2
0 f(x):;t?::(. d) f(x)=~2+5x.

e) f(x)=4-x%, x20. ) f(x)=4+¥x.
g) f(X)=1+V1+x. h) f(X)=49-x*,0<x<3.
i) f(x)=x* x=>0.
4, Paralafuncion f, (i) f(x)=3x-6, (i) f(x)=16-x*, x>0
(iii) f(x)=/x+1.
(@)Trace la graficade f, (b) Use lagréficade f para obtener la
de f*, (c) Determine f*.
5. Trace, usando un graficador, la gréfica de f y utilicela para determinar si las
funciones son uno a uno.

(@) f(x)=x®-x, (b) f(x):);tlesz,(c) f(xX)=Vx®—4x+1.
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