
-a = la1 > a 

Si a = 0, O = 101 = 0. 
Corolario 6.16. 1x1 5 a, si y sólo si -a I x I a. 

PROBLEMAS 6.1 

1. Dése la prueba del corolario 6.5 y del teorema 6.6. 
2. Pmébese que si a < b, - b < -a.  
3. Dado - 5  5 x 5 5; escríbase como una expresián usando el signo de 

valor absoluto. 
4. Dado 1x1 5 2a; escríbase como un conjunto de desigualdades, sin el signo 

del valor absoluto. 
5. PruCbese que: si a < b y b < c, entonces a < c, dado que a, b y c sr r. 

números reales. 
6. Pruébese que: si a es un número real distinto de cero, entonces a* e R*. 

# 

6.3 CbMO GUAFICAR DESIGUALDADES 

Las desigualdades no son funciones (¿par qué no?), pero son relaciones. 
De aquí que podamm encontrar subconjuntos de E y EP que son las 
gráficas de tales relaciones. 
Ejemplo 6.17. Graficar la desigualdad x 1 5  sobre Ia recta real. 

Solución. La gráfica de x 5 5 es el conjunto de todos los puntos 
sobre la recta real a la izquierda e incluyendo a 5 (fig. 6.1 ), ya que 
las coordenadas de estos puntas satisfacen la desigualdad dada. 
Ejemplo 6.18. Grafíquese la conjunción de las desigualdades x 1 2  

Sducwn. La gráíica de ( x  52) & ( x >  -3) o -3 < xI 2 es 
la intersección del conjunto de puntos sobre la recta red a la izquierda 
de e incluyendo a 2 y el conjunto de puntos sobre la recta real a la de- 
recha de -3, pero sin incluir a -3. Este es el conjunto de todos los 
puntos sobre la recta real desde (sin incluirlo) -3 hasta 2, (fig. 6.2). 
Al conjunto resultante le llamamos el intervalo desde -3  hasta 2, 
abierto en su extremo inferior (abierto a la izquierda). 



Ejemplo 6.19. Grafíquese la desigualdad 1x1 < 2 sobre la recta real. 
Solución. 1x1 < 2 es lógicamente equivalente a ( x  < 2 )  & ( x  > 

-2),  es decir, -2 < x < 2. (:Por qué?) De aquí que la gráfica es el 
intervalo desde -2 hasta 2 sin los puntos extremos. Llamamas a este 
conjunto el intervalo abierto desde -2 hasta +2. 

6.4 DESIGUALDAD LINEAL EN DOS VARIABLES 

Estudiaremos ahora desigualdades lineales de la forma 

ax + by < c  

donde a # O  =f b  y a, b, y c  son números reales. 
usando\ los teoremas sobre desigualdades, podemos escribir 

by < c - ax 

o para b > O 

mientras que para b < O 

E1 conjunto solución de 6.1 es e1 conjunto de pares ordenados (x,y) 
para los cuales y < c / b  - ( a / b ) x ;  y para 6.2 es el conjunto de pares 
ordenadm (x,y) para los que y > c / b  - ( a / b  ) x. 
Ejemplo 6.20. Resudvase la desigualdad lineal 2 x  + 4y < 8. 

Solución. Como 4 es positivo, obtenemos 

El conjunto solución, es decir, {(x,y)ly < 2 - x / 2 ) ,  contiene a (0,0), 
(O,l),(O,B),etc.; para x  = O, y < 2 ;  para x = 2, y < 1,  etc. 
Ejemplo 6.21. Resuélvase la desigualdad lineal 2% - 4y < 8. 
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Solución. 

Para gi-aficar una desigualdad lineal sobre el plano real, necesitamos 
indicar el conjunto de puntos en los que el conjunto solución se mapea, 
es decir, cuyas coordenadas satisfacen la desigualdad. Recordamos que 
si a y b son dos números reales cualesquiera, a = b, a < b, o a > 6. SO- 
bre el plano real; por tanto, si ten os los puntos ( x J y )  para 10s que 
y = x, los puntos (xiJy4) para los que < xr, estarán bajo la recta y = Y 
x y todos los puntos ( x i , y i )  para los cuales yi 2 XJ estarán sobre Ja rec- 
ta y = x. Usando esta idea, gaficaremos una desigualdad lineal en dos 
vaxiables graficando la igualdad lineal obtenida al cambiar el signo de 
deJiguddad por un signo de igualdad. Ib griifica de la daigualdad será 
el conjunto de puntos arriba o abajo de la recta definida por la igualdad. 
Ejemplo 6.22. Grafíquese h desigualdad lineal 

Solución. Escribimos la igualdad 2% + 4y  = 8 o x + 2y = 4. La 
grafica de x + 2y = 4 es la recta cuya pendiente es -4 y que intewcta 
al eje y en y = 2. 

La parte sombreada de la gráfica (fig. 6.3) representa el conjunto 
de puntos cuyas coordenadas satisfacen 2x + 4y < 8. Este conjunto no 
incluye el de los puntos sobre la recta. Para indicar el conjunto de 
puntos que están sobre la recta y los que están debajo de ella, escri- 
bimos 

2x + 4y 2 8 

El conjunto de puntas por encima de la recta está definido por la 
desigualdad 2 x  + 4y  > 8. 
Ejemplo 6.23. Grafíquese la relación y 5 x. 

Solución. La gráfica es la unión de las gráficas de y = x y y < x. 
La gráfica de y = x es el conjunto de puntos de la &ea recta que pasa 
por el origen formando un ángulo de 45' con el eje de las x. La gráfica 
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Figura 6.3 

de y < x es el conjunto de puntos que estan situados debajo y a la de- 
recha de la recta. En la ligvra 6.4 hemos sombreado la regi6n del pbbo 
que constituye tal gráfica. 
Ejemplo 6.24 Una firma fabrica das produm, X y Y .  Cada unidad 
del articulo X producida requiere d a  horas de trabajo en una taladra- 
dara, y cada unidad del d c u l a  Y, cinca horas de trabajo en una tal&- 
dradora. La firma time un r n b o  de 40 horas de trabakv la 
taladradora obtenible en la semana. Si la soia limitación en la 'pdrie- 
ción semanal es la posibilidad de obtención de horas de taladrad* 
grafíquese la relaci6; que muestra las combinaciones de los d a  pmduc- 
tm que la firma es capaz dc producir semanahente. 
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Solución. Sea x el número de unidades del artículo X producidas 
' < 
m . m . , semanalmente, y sea y el número de unidades del producto Y que sema- ' . nalrnente se producen. Como cada unidad producida del artículo X 

requiere dos horas de trabajo en una taladradora, el producto 2x repre- 
sentará el número de horas de taladradora necesarias-para producir x 
unidades y, análogamente, 5y será el número de horas de trabajo en ta- 

. ladradora requeridos para producir y unidades. Como el número total de 
horas destinadas a la producción de ambos productos no puede exceder 

' , -  a 40, podemos escribir 

Graficamos (fig. 6.5) 2x + 5y = 40. 
El conjunto solución para la desigualdad se define como sigue: 

1. Si sólo se pueden producir unidades enteras, entonces el conjunto 
solución será el conjunto de todos 1- pares ordenados (%,y), donde x y y 
son enteros no negativos y y 5 (40 - 2x) 15. La gráfica será, entonces, 
un conjunto de puntos en o debajo de la recta definida por 2x + 5y = 
40 cuyas coordenadas sean enteras, por ejemplo, (4,2), (8,2), etc. 

2. Si podemos incluir partes de unidades, entonces el conjunto solu- 
ción contendrá todos loa pares ordenadas (x,y) tales que x y y sean nú- gf 
meros racionales y y I (40 - 2x) 15. La gráfica será, entonces, el con- 
junto de puntos en o debajo de la recta cuyas coordenadas sean números 
racionales, por ejemplo, (8,1.5), etc. 

3. Si deseamos una curva lisa, entonces el conjunto sohción incluirá 
todos los pares ordenados (x ,y)  tales que x y y son números reales y 

1 NUmero d e  unidades de X producidas semanalmente 
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y 2 (40 - 2 x ) / 5 .  La gáifíca será el cmjunto de todos los puntos 
en y debajo de la recta 5y + 2x = 40. 

En ningún caso podrán considerarse valores negativos de x o de y. 
(;Por qué?) 

PROBLEMAS 6.2 

1. Resolver las siguientes desigualdades lineales para y: 
a )  2y + x > 5  
b)  - x - y < O  

2. Graficar cada una de las desigualdades lineales del problema 1. 
3. Un fabricante produce dos artículos, X y Y. Solamente los vende en el 

establecimiento de un minorista con el que tiene firmado un contrato por el que 
éste se compromete a aceptarle diariamente hasta seis unidades del articulo X 
y hasta tres del Y. Grafíquese la relación que muestra las combinaciones posibles 
de los dos productos que el fabricante puede embarcar diariamente. Xos supo- 
nemos que es posible embdrcar unidades fraccionarias de los dos productos. (Su- 
gerencia: X no puede ser mayor que 6, y Y no puede ser mayor que 3. Indiquese 
esto z n  la gráfica.) 

' i 
.4. iUn fabricante ha firmado un contrato que debe cumplir, a saber: a l  cliente 

A h b  de suministrársele diariamente dos veces tantas unidades del producto X 
como unidades del producto Y se le envfen, debiendo ser cuando menos seis el 
número total de unidades de ambos productos combinados. Grafíquese la relación 
que muestra las combinaciones de los dos productos que pueden legalmente 
embarcarse. 

5. La dieta de un animal debe ser la mezcla de dos productos alimenticios 
X y Y. El producto X contiene cinco gramos de proieína por onza, y el pro- 
ducto Y tres gramos. Cada paquete de la mezcla resultante ha de contener al 
menos 50 gramos de proteínas. Grafíquese la relación que muestra las combina- 
ciones de X y Y que satisfarán este requisito. 

6.5 DESIGUALDADES LINEALES SIMULTANEAS 

Al resolver desigualdades lineales simultáneas, debemos tener presente 
que lo que estamos buscando es la intersección de los conjuntos solucibn 
de un sistema de dos o más desigualdades. Esto puede lograrse con la 
máxima facilidad graficando las desigualdades y observando la intemc- 
ción de sus gráficas. Si Ia intersección es vacía no hay soluciones simul- 
táneas. 
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Ejemplo 6.25. Resuélvase, graficando, el sistema de  desigualdades 
lineales 

2 x  + 2y < 4 
x - y < O es decir, y > x - 

Solución. Graficamos 2x + 2y < 4 o x + y < 2, graficando x + 
y = 2, y x - y < O, graficando x = y. Las soluciones simultáneas están 
en la región cuadriculada de Ia figura 6.6. 
Ejemplo 6.26. Resuélvase e1 sistema de desigualdades lineales 

Solución. La región (fig. 6.7) limitada por líneas gruesas con- 
tiene los puntos cuyas coordenadas satisfarán las cuatro desigualdades. 
Ejemplo 6.27. La producción de motores de. camión y requiere dos 
veces más tiempo que la producción de motores de automóvil x. Una 
fábrica puede producir o 50 motores de automóvil o 25 motores de ca- 
mión, o alguna combinación lineal de motores de camión y motores de 
automóvil. ;Cuál es la ecuación de la relación de capacidad entre los 
dos tipos de motores? Grafíquese la relación. ;Cuáles son e1 dominio y 
e1 rango? Suponiendo que no se utiliza la capacidad total, muéstrese 
sobre la gráfica la región que representa las posibles combinaciones de 
motores de automóvil y camión. 

Figura 6.6 
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Figura 6.7 di 

Solución. Como hemos supuesto una relación lineal, podemos co- 
nocer la ecuacibn en cuanto sepamas la pendiente. Conocemos dos pun- 
tos sobre la recta, a saber, el (0,25) y el (50,O). Por tanto la pendiente 
debe ser 

Tomando cualquier otro punto (x,y) en la recta, tenemos 

2y = - x  + 50 
y = - $ x +  25 . 

El dominio es el conjunto de enteros del O al 50 y el rango el de los 
enteros del O a1 25. No son posibles &meros negativos ni en el rango 
ni en el dominio. (<Por qué?) La región que representa las 'cgmbina- 
ciones posibles está sombreada (fig. 6.8) y está limitada por 
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Y (camiones) 1 

Ejemplo 6.28. Una firma está planeando la producción para la se- 

=- mana siguiente. Está haciendo dos productos, X y Y, cada uno de los 
cuales requiere cierto número de horas en fundición, maquinación y 

- - acabado de acuerdo a lo que se muestra en el cuadro 6.1. Durante la 
ana que se está planeando, el número de horas de que se va a dispo- 

-.- -- ner en cada una de las áreas en cuestidn es el siguiente: 

Fundición, 1 10 
$5 

Maquinación, 150 

l Acabado, 60 

Grafíquese el sistema de desigualdades lineales que muestra las cantida- 
des de X y Y que pueden ser producidas. 

Solución. Como los productos X y Y requieren, cada uno, seis 
. horas de trabajo de fundición por cada unidad producida, y como hay 

110 horas disponibles para tal trabajo, Ia cantidad total del tiempo de 
Prabajo de fundición que se utiliza debe satisfacer la relación 

::,, 1 . 'CUADRO 6.1 

Producto 

?!% l t ,  
' 1  

X 
.p. Y 

Horas por unidad 

Fundicidn 

6 
6 

Maquinación 

3 
6 

Acabado 

4 
2 
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donde x representa el número de unidades del producto X procesadas y l 
y el número de unidades del producto Y. Análogamente, las relaciones 
pertenecientes a la capacidad de maquinaci6n y acabado son, respec- 
tivamente, 

t , 3 x  + 6y 5 150 . 4% + 2y I 60 
i 

Aparte de las tres limitaciones a la producciSn arriba indicadas, hay 
dos condiciones adicionales que cualquier combinación de producciones 
debe satisfacer. 

x 2 0  y 2 0  

Esto es, la producción no puede ser negativa. 
La parte sombreada de la figura 6.9 muestra todas las combiiaciones 

de producción que satisfacen todas Ias restricciones. Nótese que en este 
problema la capacidad de maquinación no es, en reaIidad, ningún tipo 
de restricción; es decir, cualquier combinación de producción que satis- 
face las otras dos limitaciones satisfará tarnbi4n la capacidad de ma- 
quinación. 
Ejemplo 6.29. El alimento para un animal ha de ser una mezcla de . 
dos pmdu&os alimenticias, cada unidad de los cuales contiene proteína, 
grasas, y carbohidratos en el número de gramos que se da en el cua- 

L dro 6.2. 

1 Número de unldades de X 
- I Figura 6.9 
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CUADRO 6.2 

Producto 
alimenticio 

1 2 
--- 

Proteínas . . . . . . .  10 5 
Grasas ......... 0.1 0.9 
Carbohidratos . . .  10 30 

Cada bolsa de la mezcla resultante tiene que contener cuando menos 40 
gramos .de proteinas, 1.8 gramos de grasas, y 120 gramos de carbohidra- 
tos. Grafíquese el sistema de desigualdades que muestra las mezclas que 
satisfacen estos requisitos. 

Solución. Como cada unidad del producto alimenticio 1 contiene 
10 gramos de proteínas y cada unidad del producto 2 contiene 5 gramos 
de proteinas, y como cada bolsa de la mezcla debe contener al menos 
40 gramos de proteínas, una desigualdad que debe satisfacerse es 

10x 4- 5y 2 40 

donde x representa el número de unidades del producto alimenticio 1 
y y el número de unidades del producto alimenticio 2 en la mezcla. 
Análogamente, las otras desigualdades relevantes son 

0 . 1 ~  +-O.gy 2 1.8 para grasas 
, p'=?'! e: 1 - F  Tenemos también, 1ox + como 30y 2 en 120 el ejemplo para carbohidratos precedente, la limitación de 

no negatividad 
I 

x 2 0  y 2 0  

La porción de la figura 6.10 que se encuentra encima de y a la derecha 
de las líneas p e s a s  indican aquellas mezclas que satisfacen estos re- 
quisitos. 

PROBLEMAS 6.3 

1. Grafíquense los siguientes sistemas de desigualdades lineales: 
a) x 5 3  

y 2 0  
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Ntmero de unldadss de produoto 1 

Figura 6.10 

6) x -  y < 2  
2 x -  y < 3  
x - 4 y < 5  

c )  x > O  
Y > O  
2x + 3y > 5 

d )  x > 3  >< , 

y < 4  - . r 
C 

-. 
x - y = - 5  + .  

3 2. En el problema 5 de la sección de problemas 5.3, expr6sese la producci6n 
total posible de bienes civiles y militares como una desigualdad lineal. Grafíquelie -% 

la desigualdad. 
3. Si una persona debe tener al menos 900 unidades de vitaminas y 1000 

unidades de calorías por día, exprésese cada condición como una desigualdad 
lineal y determínese lo que constituiría una dieta aceptable. Grafíquense las 
desigualdades. (Sugerencia: sea x e1 número de unidades de vitaminas necesarias 
y y el número de unidades de calorías necesarias.) 

$ Para satisfacer una limitación presupuestal, un ejecutivo no pued%con- 
tratar más de cinco secretarias ni menos de siete vendrdores. Escríbase un sistbqa 
de desigualdades expresando las combinaciones permisibles que puede contratar. 
Si debe tener cuando menos una secretaria, ind:quese el dominio y el rango de la 
relación involucrada. Grafíquese el sistema de desigualdades. 

Determínese directamente por la figura 6.10 (ejemplo 6.29) cuales de las 
combinaciones de productos alimenticios satisfacen todos los requisitos. 




