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Intervalos

En el Capitulo 1, estudiamos algunos subconjuntos del Conjunto de los Numeros Reales, entre estos vimos: el
Conjunto de los Numeros Naturales, el Conjunto de los Nimeros Enteros, el Conjunto de los Numeros Racionales
y el Conjunto de los Numeros Irracionales. Estudiaremos a continuacién otros subconjuntos del Conjunto de
los Ntimeros Reales, a los cuales llamaremos intervalos.

Para esto es conveniente recordar que es posible establecer una correspondencia biunivoca, entre los puntos de
una recta (recta numérica), y el Conjunto de los Ntimeros Reales.  Asi, para cada ntmero real corresponde un,
y sélo un, punto de la recta numérica, e inversamente cada punto de la recta numérica representa un, y sélo un,
ntimero real.

Il Definiciéon 1

Sean a y b ntiimeros reales tales que a es menor que b (a < b). Se llama intervalo abierto de extremos a y b,
al conjunto cuyos elementos son los nimeros reales x que cumplen la condicién de que:

a<z y x<b

Notacion:

i.) El intervalo abierto de extremos a y b lo denotaremos por |a, b|



1i.) Sia<z y x<b escribimos a <z < b, por ejemplo, la expresién —3 < x < 5, significa que —3 <z
y x<5H.
De esta manera se tiene que:

la,b[= {r eR /a<z<b}

El intervalo abierto de extremos a y b lo representamos geométricamente de la manera siguiente:

A

Y

Il Definicion 2

Sean a y b ntiimeros reales tales que a < b. Se llama intervalo cerrado de extremos a y b, al conjunto cuyos
elementos son los niimeros reales x que cumplen la condicién:

a<z y x<b

Notacion:

i.) El intervalo cerrado de extremos a y b lo denotaremos por [a, b]

1.) Si a<ax y x <b escribimos a <z < b, por ejemplo, la expresién —7 < z < 2, significa que
—7T<z y x<2.
De esta manera se tiene que:

[a,0] = {z eR/a<z<b}

El intervalo cerrado de extremos a y b lo representamos geométricamente de la manera siguiente:

A
®
[}

v

Observacion: Note que en el intervalo abierto de extremos a y b no se incluyen extremos, mientras que en el
intervalo cerrado se incluyen los extremos.

Il Definicion 3



Sean a y b ntimeros reales tales que a < b. Se llama intervalo semi-abierto de extremos a y b, “abierto” en a y
“cerrado” en b, al conjunto cuyos elementos son los niimeros reales x que cumplen la condiciéon:

a<z y z<b

Este intervalo lo denotaremos por: ]a, ]

Notaciéon: Sia<z y z <b escribimos a <z <b

De esta manera se tiene que:

la,b] = {r eR /a <z <b}

Geométricamente el intervalo semi-abierto, de extremos a y b, “abierto” en a y “cerrado” en b, lo representamos
de la manera siguiente:

A
®
Y

En forma similar se define el intervalo “semi-abierto” de extremos a y b, “cerrado” en a y “abierto” en b, y se
denota [a, b] de la manera siguiente:

[a,b[= {z eR /a <z <b}

Geométricamente este intervalo se representa de la manera siguiente:

A
e
Y

Il Definicién 4

Sea a un numero real. El conjunto cuyos elementos son los nimeros reales x tales que = > a, lo denotaremos
por Ja, +oo[ ( el simbolo 400 se lee“mds infinito” ) y lo representamos geométricamente de la manera siguiente:

asi: |a,+oo[= {x e R /x> a}



En forma similar:

i.) El conjunto cuyos elementos son los nimeros reales = tales que x > a, lo denotaremos por [a,+oo[ vy lo
representaremos geométricamente de la manera siguiente:

A
S e

Asi: [a,4oo]={z € R/z > a}

i1.) El conjunto cuyos elementos son los nimeros reales = tales que x < a, lo denotaremos por | — oo, a| ( el
sfmbolo —oco se lee "menos infinito” ) y lo representaremos geométricamente de la manera siguiente:

)
Y=

Asi: | —o0,a[={z e R/x < a}

i4i.) El conjunto cuyos elementos son los niimeros reales z tales que = < a, lo denotaremos por | — 0o, a] y lo
representaremos geométricamente de la manera siguiente:

20
Y #

Ast: | —o0,a] ={z e R/z <a}

4.1.1 Operaciones con intervalos

Dado que los intervalos constituyen un tipo particular de conjuntos, definiremos a continuacién algunas op-
eraciones, con conjuntos en general, e ilustraremos estas operaciones mediante ejemplos, de entre los cuales en
algunos casos se involucraran intervalos.

Debido a su gran utilidad en este capitulo, las operaciones que nos interesa definir aqui son: la interseccién, la
union y la diferencia de conjuntos.

Il Definicién 5

Sean A y B conjuntos. Se define la intersecciéon de A y B y se denota A N B, al conjunto cuyos elementos
pertenecen a A y también a B.

Simbélicamente se tiene que: ANB={x/zx€ A y z¢€ B}

Il Ejemplo 1



Si A=1{1,2,3,4,5} v B={4,5,6}. Determine AN B

Solucidn. Los elementos que estdn en A y también en B son: 4 y 5.
Por lo tanto: AN B = {4,5}

Il Ejemplo 2
Si A=[0,5] y B=1[2,7], determine AN B

Solucién. Geométricamente podemos representar los conjuntos A y B de la manera siguiente:

A=[0,5]
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
: ] ] ] ] ] E 1 1 ::l 1 = ] 1 ;
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B=[27]

De aqui podemos observar que los elementos que estdn en A y también en B son los nimeros reales que estan
entre 2 y 5, incluyendo a éstos; por lo que:

ANB=1[0,5]N[2,7] =[2,5] osea: ANDB=]2,5]

Il Ejemplo 3

Si A=[-2,3] vy B={-2,3}, determine AN B

Solucién. Geométricamente podemos representar a los conjuntos A y B de la siguiente manera:

A=[-2, 3]

A

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

A

Y

De aqui observamos que los tinicos elementos que estdn en A y también en B son —2 y 3; por lo que:

ANB=[-2,3]N{-2,3} ={-2,3} osea ANB={-2,3}

Il Ejemplo 4

Si A=]—-3,4] y B={-3,4}, determine AN B



Solucién
Como podemos observar A y B no tienen elementos comunes por lo que:

ANB=]1-3,4 N {-3,4} =0, osea ANB=0

Ejercicios 1

Para cada uno de los casos siguientes determine el conjunto AN B.
A= 1[2,5]; B=[-1,3]

A= [2,+0]; B=]—00,5]

A=1[-3,11]; B=1{6,11}

A=TR; B =[-3,4]

Il Definicién 6

Sean A y B conjuntos. Se define la unién de A y B y se denota AU B, al conjunto cuyos elementos pertenecen
al menos a uno de los dos conjuntos A y B.

Simbdlicamente se tiene que AUB={z/x€ A o z € B}

Il Ejemplo 5

SiA=1{1,2,3,4,5} y B =1{4,5,6}, determine AU B

Solucién. AUB = {1,2,3,4,5} U {4,5,6} = {1,2,3,4,5,6} osea AUB= {1,2,3,4,5,6}

Il Ejemplo 6

Si A=[-3,4 y B=][-1,7], determine AU B

Solucion

De aqui podemos observar que los elementos que estan en A o en B, son los nimeros reales que estdn entre -3

y 7, incluyendo a éstos, asi:

AUB= [-3,4 U [-1,7] = [-3,7) osea AUB= [-3,7]



-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 -
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B=[-1, 7]
Il Ejemplo 7
SiA=]—00,2] y B=1{-2,2}, determine AUB
Solucién. Representaremos a A y a B geométricamente:
- 00 A=]-w,2[
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 g
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B={-2,2}
De aqui observamos que: AUB =]—00,2[ U {-2,2} = ]—00,2]
Il Ejemplo 8
SiA=]-3,5 v B={3,4,5,6,7,8}, determine AU B
A=1-3 5[
3 -2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 -
- 1 1 1 1 1 1 8 & 6 6 ﬁ‘

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

B =1{3,45,6,7,8}

Solucién. Representemos a A y a B geométricamente:

De aqui observamos que: AUB=]-3,5] U {6,7,8}

Il Ejemplo 9

SiA=]—-4,2[ y B = [5,+00], determine AU B

Solucién. Representaremos a A y a B geométricamente:
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A=1-42[
-2 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
+0c
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
B=[5 400
De aqui observamos que: AUB =]—-4,2[ U [5,400]
Geométricamente podemos representar A U B asf:
AUB Lo

-
<

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Ejercicios 2

Para cada uno de los casos siguientes determine el conjunto A U B y represente geométricamente los conjuntos
A By AUB.

1) A= [-2,5] B =0,7|

2) A=]-5,3] B={-50,5,10}
3.) A=]—o00,—1] B =]2,4c|
4) A=]—-00,3[ B =]3,400]

5) A= [3,5] B={8,10}

6.) A=]—00,2[ B =|0,+00]

Il Definicién 7

Sean A y B conjuntos. Se define la diferencia de A y B y se denota A — B, al conjunto cuyos elementos
pertenecen a A y no a B.

Il Ejemplo 10
Si A= {2,4,6,8,10} y B=1{1,2,3,4,5}, determine A— By B— A

Solucién
i.) Los elementos que pertenecen a A y no pertenecen a B son 6,8, 10; por lo que A — B = {6,8,10}

ii.) Los elementos que pertenecen a B y no pertenecen a A son 1,3,5; por lo que B — A = {1, 3,5}



Il Ejemplo 11
Si A= [-3,5] v B ={5}, determine A — B

Solucién. A — B =[-3,5] — {5} =[-3,5[ 0 sea: A — B =[-3,5]

Il Ejemplo 12
SiA=R y B=|-2,3[, determine A—ByB—-A

Solucidén. Representemos a A y a B geométricamente.

X A=R Foc
-3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 8
( ] 1 1 ! 1 1 ;
-3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 8
B=1-23[

De aqui podemos observar que:

i) A—B= R-]—-23[ =]—00,-2[ U [3,+|

) B—A=]—-23-R=0;0sea: B—A=0

Ejercicios 3

Para cada uno de los casos siguientes determine el conjunto A — By B — A.

1) A= [-10,7]; B={-10,7}

2) A=]-0,3]; B= {0,3,5}

4.2 Inecuaciones

Il Definicion 8
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Si a y b representan expresiones en el conjunto de los niimeros reales entonces expresiones como: a < b, a < b,
a > by a > b reciben el nombre de desigualdades y se dice que a y b son los miembros de la desigualdad.

Il Ejemplo 13

a.) 50 > 22

b)) 2> -2

N | Ot

c) 3<V24
d)z+2>5
e)z<y

t)y z+3<y—5

Il Definicién 9

Una desigualdad entre dos expresiones algebraicas donde al menos una de ellas involucra variables, recibe el
nombre de inecuacion.

Il Ejemplo 14

a.) x+2>5

b)z-y+z<x+3

Il Definicion 10

En una inecuacién las variables involucradas reciben el nombre de incégnitas.

Il Definicion 11
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Si la inecuacién involucra n variables, se dice que es una inecuacién con n incégnitas.

A continuacion nuestro objetivo es estudiar, analizar y resolver inecuaciones con una incégnita.

Il Definiciéon 12

En una inecuacién con una incégnita, cualquier nimero real que esté contenido en el dominio de las incégnitas,
y que al sustituirse por la incégnita en la inecuacién hace que la desigualdad correspondiente sea verdadera, es
una solucion de la inecuacion.

Il Ejemplo 15

a.) En z+2 > 3; si = se sustituye por 5, se obtiene una desigualdad verdadera: 542 > 3; ademds 5 pertenece
al dominio de la incognita, por lo que 5 es una solucién de la inecuacién x + 2 > 3.

b.) En 22 > 5, si x se sustituye por —3, se obtiene una desigualdad verdadera: (—3)2 > 5; ademds —3
pertenece al dominio de la incégnita, por lo que —3 es una solucién de la inecuacién x? > 5.

c.) En v 4+ 2 < 2; si x se sustituye por 3, se obtiene una desigualdad falsa: v3 42 < 2 por lo que 3 no es
una solucién de la inecuacion vz + 2 < 2.

Ejercicios 4

Para cada una de las siguientes inecuaciones, escriba 3 soluciones:

1) z2+3< -6

Il Definicién 13

Dada una inecuacién de una incégnita, el subconjunto S del dominio de la incégnita, cuyos elementos son las
soluciones de la inecuacién dada, recibe el nombre de conjunto solucion.

Il Ejemplo 16
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a.) En & > —3, el dominio de la incégnita es R, y esta desigualdad es verdadera dnicamente para los valores
de x mayores que —3; por lo que su conjunto solucién es | — 3, 400 o sea:

S =] —3,+0|

b.) En 22 — 4 < 0 el dominio de la incégnita es R y se puede demostrar que esta desigualdad es verdadera
Unicamente para los valores de x mayores o iguales que —2 y menores o iguales que 2, por lo que su
conjunto solucién es [—2,2] o sea:

S =1[-2,2]

c.) En 22 —2x—3 > 0; el dominio de la incgnita es R, y se puede demostrar que esta desigualdad es verdadera
Unicamente para los valores de x menores que —1 o mayores que 3, por lo que su conjunto solucién es
| —o0,—1[ U ]3,400[ 0 sea:

S =] — 00, —1[ U ]3, +00]

Convenio: Resolver una inecuacién consiste en determinar su conjunto solucion.

Il Definicién 14

Diremos que dos inecuaciones con una incégnita son equivalentes si y solo si, tienen el mismo dominio de la
incognita y el mismo conjunto solucion.

Il Ejemplo 17

a.) El conjunto solucién de z >3 es [3,+o0]
El conjunto solucién de 3z > 6 es [3,+00]

como las inecuaciones x >3 y 3z > 6 tienen el mismo conjunto solucién , entonces son equivalentes

entre si.
b.) El conjunto solucién de 242 <7 es | — o0, 5]
El conjunto solucién de x <5 es | — o0, 5[

como las inecuaciones x +2 <7 y = <5 tienen el mismo conjunto solucién , entonces son equivalentes
entre si.
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4.2.1 Inecuaciones lineales con una incégnita

Il Definicién 15
Sean a, b y ¢ constantes reales con a # 0. Se llama inecuacién lineal o inecuacién de primer grado con una

incognita a toda inecuacion que se pueda llevar a alguna de las formas siguientes: ax +b <c, ar+b < c;
ar+b>c o ax+b>c

Para resolver algunas inecuaciones lineales usaremos el concepto de inecuaciones equivalentes. Para esto trans-
formaremos la inecuacién dada en otras equivalentes a la original, hasta obtener una inecuacién de alguna de
las formas: < ¢; 2 <¢; x>c¢ o x> c;donde x es la incégnita y ¢ es una constante.

Algunas transformaciones que se pueden usar para obtener inecuaciones equivalentes entre si.

1.) Permutacién de miembros

Se pueden intercambiar los miembros de una inecuacién de acuerdo con las propiedades siguientes:

SeanacRybeR

i.) a<b=b>a
i) a<b=b>a
i) a>b=b<a

w.) a>b=>b<a

Il Ejemplo 18

a) d<zr—-2=2-2>4
b)8<z+3=2+3>38
c) 3>2r+3=2x+3<-3

d) 20-1>3=3<2z-1

2.) Sumar una constante k a ambos miembros de la inecuacién

Se puede sumar una constante £ a ambos miembros de una inecuacién de acuerdo con las propiedades
siguientes:

Sean a € R, b€ R, y k € R, k constante
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i) a<b=a+k<b+k
it.) a<b=a+k<b+k
i) . a>b=a+k>b+k

w.) az2b=a+k>b+k

Il Ejemplo 19

a.) r+2>-3=c+2+(-2) > -3+ (-2)
b.) 2r—-3<5=2r—-3+3<5+3
c) 2x+4+5>2= —2x+5+(-5) >2+(-5H)

d) 2—-3<-T=2-3+3<—-7+3

3.) Multiplicar por una constante k, positiva, ambos miembros de la inecuacién

Se puede multiplicar cada miembro de la inecuacién por una constante k positiva de acuerdo con las
propiedades siguientes:

Seana € R, be Ry k € R, k una constante positiva

i.) a<b=ka<kd
ii.) a<b=ka <kb
i) a>b=ka>kb

w.) a>b= ka>kb

Il Ejemplo 20

1 1
a.) 2x74§6:>§(2x74)§§'6
1 1 1 1

c)3x+2<5=T7Bx+2)<7-5

1 1
d) 3J:+72—3:>6<3m+7) > 6(—3)
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4.) Multiplicar por una constante k, negativa, a ambos miembros de la inecuacién.

Se puede multiplicar cada miembro de la inecuacién por una constante k negativa de acuerdo con las
propiedades siguientes.

Seana € R, be R, y k € R, k una constante negativa

i.) a<b = ka>kb
ii.) a<b = ka>kb
i) a>b = ka <kb

w.) a>b = ka<kb

Il Ejemplo 21

a);l <7 = -3 —! >-3-7
) g 3 *

b.) —2¢ <5 = —11(—2z) > —-11-5

c) —z+3>2 = —1(—z+3)<—-1-2

d.) ﬁ+\f2z5 = ﬁ(ﬁ+\f2>§¢§-5

Observacién: Para resolver inecuaciones, ademds de las transformaciones enunciadas e ilustradas anterior-
mente, se pueden aplicar propiedades y algoritmos de la adicién y de la multiplicacién definidas en R (conmu-
tatividad, asociatividad, distributividad, etc.)

Veamos algunos ejemplos que se resuelven usando algunas de las transformaciones anteriores.

Il Ejemplo 22

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones
a.) r+3< -2
b.) x—7<23
c)2x+5>9

d.) 3z —2>-11
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e) —3z—5<13

f) 3—2x> -2

Solucién
a.) r+3< -2
s+3+-3 < -2+-3
z+0 < -5
r < =5
Por lo que el conjunto solucién de x4+ 3 < —2 es ] — oo, —5|

S =]—o00,-5]

b.) x—7<23
x—T7T4+7 < 2347
z+0 < 30
r < 30

Por lo que el conjunto solucién de = — 7 < 23 es | — 00, 30]

.S =] — 00, 30]

c.)2x+5>9

204+5+-5 > 9+ -5

20 +0 > 4
20 > 4

1 1

.9 .4

2t 73
x > 2

Por lo que el conjunto solucién de 2z +5 > 9 es |2, +0o0]

S8 =12, 400]

d.) 3z —2>-11



Jr—2+2 > —11+2

3r+0 > -9
3z > -9
1 1
Z.3 Z._.9
300 73
r > -3

Por lo que el conjunto solucién de 3z —2 > —11 es [—3,+o0[

S = [-3,400]

e) —3z—5<13

32-545 < 13+5
3240 < 18
3z < 18
_1 1
o3 > —-.18
3 =73
r > —6

Por lo que el conjunto solucién de —3z — 5 < 13 es [—6, +o0[

S = [-6,400]

£) 3—2z> -2
—3+43-2z > -3-2

0—2x > =5

—2xr > =5
1 1
.2 .5
2 TS5
_ 5
- 5
2

Por lo que el conjunto soluciéon de 3 — 2z > —2 es ] —00, = [

i)
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Not: En el proceso de resoluciéon de inecuaciones no es necesario indicar todas las transformaciones que se
realicen, en las inecuaciones que resolveremos en adelante, omitiremos escribir algunas transformaciones.

Il Ejemplo 23

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones
a.) 2z +3> =5

—T
b) — —3>2

c.) bx —3<8x—2
d) —2+4x<5x—-9

- 2x
T

e.) T t2>3 +7

f) (x—1)(z+2) <2*+3
g)2x—3(x+1) >3z

h) 2z —3)+5> —x

Solucién

a.) 2z +3> =5

2¢ > -5+ -3

2z > -8
> L 8
T Z._
2
z > —4
Por lo que el conjunto solucién de 2x +3 > —5 es | — 4, +o0]
b) —2 _3>2

3



— > 2+3
3 +
—x

- > 9
3

Por lo que el conjunto solucién de T 3>92 s |—00, —15]

S = ]-o0,—15]

c.) bx —3<8x—2

Sr+—-8x < 243

-3z < 1
> L
T .
3
S -1
x _-
3
Por lo que el conjunto soluciéon de b5x —3 < 8x — 2 es }_3,—!—00[
-1
S = |—,
|5+|

d.) —2+4x <5x-9

dr+ —bx < —-9+42

Por lo que el conjunto solucién de —2+4x <5z —9 es [7,400]

8 = [T, 40|

—x 2x
) —+2>—+47
e.) 1 +2> 3 +
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—xr 2z
—_— - > T4+ -=-2
4 3 +
—3x — 8z
— > 5

12

—3xr—8r > 12-5

—11z > 60
1
< .60
v 11
_ 60
- —60
11

— 2 —60
Por lo que el conjunto solucién de Tx +2> i +7 es ]oo, —_— [

3 11
—60

f) (z—-1(z+2)<a®+3
P2+2r—x—-2 < 2243
224+ —224+2x—2z < 342

r < b5

Por lo que el conjunto solucién de (z —1)(z +2) <22 +3 es | — o0, 5]

S =]—00,5]

g) 2x—3(x+1) >3
20 —3xz—3 > 3x

20 — 3z —3x > 3

—4xr > 3
< Lty
x —_—
- 4
< -3
z -2
- 4

-3
Por lo que el conjunto solucién de 2z — 3(z+1) > 3z es } —00, }

it



h) 2z —3)+5> —a

20 —6+5

\%
\
8

2c+x > 6-—5

3z

%
—

Wl =

1
Por lo que el conjunto solucién de 2(x —3) +5 > —z es {3, —&-oo{

1
. r—3 T

z 3 x

Z_2 9 hd

171 Z 3
GO

4 2 4

2 — 4z - z

8 4

-2z > 14
< —14
T -
2
z < =7
. L x—3 x
Por lo que el conjunto solucién de YR 1> 5 ¢ | — o0, 7]

S =]—o00,-7]

Ejercicios 5

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

5
1) —2z—->—-+10
) —2x 3>3—|-

2) —=3rx—4<

N w

i
2
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7 — bx

3) z—(br—1)— 10

<1

4) 2z+5>x+2

r—3 T
. —1> =
5.) ) >3
Tr 3
6.) ——+3< =
)~y tdsge

En los ejemplos anteriores hemos resuelto inecuaciones en la cuales, después de haber realizado algunas trans-

[1P%})

formaciones obtenemos una desigualdad de alguno de los tipos =z < ¢,z < ¢ ,x > c,x > ¢, donde “z

[AP%)

es la incognita y “c” es una constante real. Sin embargo al resolver inecuaciones, después de realizar ciertas
transformaciones podemos obtener una desigualdad numérica de alguno de los tipos a < c,a <c,a>c,a > c,
en estos casos el conjunto solucién de estas inecuaciones se determina de acuerdo con las siguientes reglas.

Regla 1

Si en el proceso de resolucién de una inecuacion se obtiene una desigualdad numérica verdadera, entonces el
conjunto solucién de de la inecuacién original es el dominio de la incégnita.

Regla 2

Si en el proceso de resolucién de una inecuacién se obtiene una desigualdad numérica falsa, entonces el conjunto
solucién de de la inecuacién original es el conjunto vacio (0).

Il Ejemplo 24

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones
a) z—3x—1) < —2x+5
b)) (r—2)2—22+42>0
c) 2x+13<2(5—x)
d) (z=3)(z+2)— (2> —2+8) >0

Solucién
a) z—3(x—1) < —2x+5
r—3r+3<—2x+5

r—3r+2r+3<5

Oxr+3<5
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3<5H

Como esta desigualdad es verdadera, entonces el conjunto solucién de x —3(x —1) < —2z+5 es el dominio
de la incégnita, en este caso R

“S=R

b)) (r—2)2—22+42>0
2 —de+4—22+42>0
4>0

Como esta desigualdad es verdadera, entonces el conjunto solucién de (z —2)% — 22 +4z > 0 es el dominio
de la incégnita, en este caso R

“S=R

c.) 2x+13<2(5—x)
—2r+13 <10 -2z
—2r+2x+13 <10
13 <10
Como esta desigualdad es falsa, entonces el conjunto solucién de —2z + 13 < 2(5 — x) es vacio
“S=10
d) (z—-3)(z+2)— (2> —2+8) >0
22 4+22 -3z —-6-—22+2—-8>0
-14>0

Como esta desigualdad es falsa, entonces el conjunto solucién de (x — 3)(x +2) — (22 — 2 +8) > 0 es vacfo

S=10

Ejercicios 6

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:
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1.) 3z +5 < 20
2)x—5<2x-6

3) bx—2>3x—4
4)3-Tex<72—1x)

5.) %31;+12224

6.) (x—1)2—-7> (z—2)2
7) (z=4)(z+5) < (z-3)(z-2)
8) (x—2)(x+2)<a*-7
9.) 2z —1<4x—3

10.) 3—2x >2x -5

11) z—2(z+3) >5—=x

12.) x —5(z +2) > —2(2z + 6)

4.2.2 Inecuaciones en las que cada uno de sus miembros es o puede expresarse
como un producto y el otro miembro es cero

Las inecuaciones de este tipo se resuelven aplicando la ley de signos de la multiplicacién definida en el conjunto
de los numeros reales, de acuerdo con las siguientes propiedades:

Sean a € R; b e R
1) a-b>0=[(a>0yb>0)o(a<0yb<0)]
2) a-b<0=1[a>0yb<0)o(a<0yb>0)
Il Ejemplo 25
Resuelva la siguiente inecuacién: (z + 3)(z —2) <0

Solucién. Aplicando la propiedad 2 anterior se tiene que:

(4+3)(z-2)<0 = ((z+3)>0 y (z—-2)<0) o ((z+3)<0 y (x—2)>0)



27
i.) Analicemoselcasoz+3>0y z—2<0

En este caso se tiene que:

z+3>0 = z>-3 = S1=]-3,+0]
r—2<0 = <2 = Sy=]—-00,2]
§=1-3,+o0] o X S=1—m0,2(
~~——— < —_—
-3 2
< 2 ) >

S,=5U 5= 13,2

i1.) Analicemos el caso z+3 <0y z—2>0
En este caso se tiene que:
r4+3<0 = <-3 = Sy=]-00,-3]

z—2>0 = z>2 = S;=]2,0]

S=1— 20, 3] Ss=12, +o0]
-3 2

Ss=5,U S5= 0

56:S4ﬂ55:®

La solucién final serd igual a la unién de las soluciones obtenidas en los casos (i) y (i), o sea:

Sk :]—3,2[

Nota: El procedimiento usado anteriormente para resolver inecuaciones de este tipo es un poco largo y tedioso,
por esta razon es que preferimos resolver este tipo de inecuaciones por medio de una ”tabla de signos”, en la cual
usaremos dos resultados generales que se enunciaran posteriormente, pero antes resolveremos algunos ejemplos
que son casos particulares de dichos resultados.

Il Ejemplo 26

Para cada uno de los casos siguientes determine el intervalo en donde la expresién dada es positiva, y el intervalo
en donde dicha expresién es negativa.
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a.) 2z +3

b.) —x+3

c.) =3z —2

d) z+5

Solucion

a.) 2z +3

i.) 2z + 3 es positiva si y sélo si:

20+3 > 0
— 20 > -3
— > =3
. -9

2

PPN -3
0 sea: 2x + 3 es positiva si y sélo si: x € > 400

i1.) 2x + 3 es negativa si y sélo sf:

2r+3 < 0
= 2r < =3
— < =
T -2
2
o sea: 2x + 3 es negativa si y sélo si: x € ] —00, _7 {
En forma resumida se tiene:
—00 —3/2

2x+ 3 —

b)) —z+3

i.) —x + 3 es positiva si y sélo sf:

—-r+3 > 0
<= —x > -3
— z < 3

o sea: —x + 3 es positiva si y s6lo si: z € | — 00, 3]



i1.) 2x + 3 es negativa si y sélo si:

—r+3 < 0
= —r < =3
= z > 3

o sea: —x + 3 es negativa si y sélo si: z € |3, +o0|

En forma resumida se tiene:

—r+3 +

c.) =3z —2

i.) —3x — 2 es positiva si y sélo si:

—3r—2 > 0

— —3r > 2
— < —2
. —<

3

o sea: —3x — 2 es positiva si y solo si: x € ] —00, —

i1.) —3x — 2 es negativa si y sélo si:

—3r—-2 < 0

&
8
N
N

= >
3
o sea: —3x — 2 es negativa si y sélo si: = € } %, —|—oo[
En forma resumida se tiene:
—00 —2/3 +00
—3x—2 +

d) x+5

29
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i.) x + 5 es positiva si y sélo si:
z+5 > 0
— r > =5
o sea: = + 5 es positiva siy sélo si: z € ] — 5, +o0[
i1.) x4+ 5 es negativa si y sélo si:
z+5 < 0
<= r < =5
o sea:
x + 5 es negativa si y sélo si:
x €] —o00,-5[

En forma resumida se tiene:

T+5 - +

Resultado 1

Si a y b son constantes reales tales que a > 0, y x es una variable real, entonces se cumple que:

—b
i.) ax+b>0<= o> —
a
(ax—i—b es positivo si y sélo si x es mayor que _)
a
i) ar+b<0<=1< —
a

(ax + b es negativo si y sélo si  es menor que )
a

En forma resumida podemos expresar este resultado en la ”tabla” siguiente:

—00 — +o00

ar +b — +

Siempre que se cumpla que a > 0
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Resultado 2

Si a y b son constantes reales tales que a < 0, y x es variable real, entonces se cumple que:

—b —b
i.) ar+b>0<= < — (ax + b es positivo si y s6lo s{ x es menor que )
a a

—b —b
1.) ar+b<0<=z>— <ax + b es negativo si y sélo si x es mayor que >
a a

En forma resumida podemos expresar este resultado en la“tabla” siguiente:

—00 — +o00

ar+b + —

Siempre que se cumpla que a < 0

Il Ejemplo 27

Para cada uno de los casos siguientes, use los resultados anteriores para determinar el intervalo en donde la
expresién dada es positiva, y el intervalo en donde es negativa.

a.) 3z —2
b)) —2z+5
c.) —x—2
d) z—-3

Solucién
De acuerdo con los resultados anteriores se tiene:

a.) 3z —2

2 2
i.) 3x72>0<:>x>§ o sea: 3x — 2 es positivo si y sélosi z € }3,+oo{

2 2
ii.) 3x—2<0<:>x<§ o sea: 3x — 2 es negativo si y sélo si z € }—0073{

En forma resumida se tiene:
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3xr—2 — +

b.) —2x+5

5 5
i.) —2x—|—5>0<:>x<§ o sea: —2x + 5 es positivo si y sélo si x € ]—00,2[

5 5
i1.) —21;—|—5<0<:>a:>§ o sea: —2x + 5 es negativo si y sélo si = € ]2,—1—00[

En forma resumida se tiene:

—2x 45 + —

c.) —x—2

i) —1—2>0<= 1< -2 osea —x — 2 es positivo si y sélo s{ = €] — oo, —2|
ii.) —x—2<0<=x>—-2 osea —x —2 es negativo si y sélo si = €] — 2,+o0|

En forma resumida se tiene:

—xr—2 + —

d) z-3

i.) *—3>0<=x>3 osea: ©—3 es positivo si y sélo si x € ]3,+00[
i) *—3<0<=2x<3 osea: x —3 es negativo si y sélosi = €] —00,3|

En forma resumida se tiene:

Ejercicios 7
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Para cada uno de los casos siguientes use los resultados anteriores para determinar el intervalo en donde la
expresién dada es positiva, y el intervalo donde es negativa.

1.) 2z+9
2) —3z+1
3) —x+7

4.) V3 x—11
5.) mx —8

6.) %Sw—k 13

4.2.3 Resolviendo inecuaciones con tablas de signos

Il Ejemplo 28

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

)(z—3) <

a. 2)(
4)(3x +2) >

x +
b.) (xz +

(

(
c.) Bz+3)(2x+1) <0
(

)
92 +5)(—z +1) > 0

e

)
)
)
d.)
) a(—z—T7)(~52+2) <0
)

f) —z(z—7)(x+5)>0
Solucién
a.) (z+2)(x—3)<0

Por los resultados (1) y (2) anteriores podemos determinar los intervalos en los cuales cada uno de los
factores (x +2) y (z— 3), son positivos o negativos, lo cual se puede expresar en forma resumida en una
tabla como la siguiente:

e 3 4o
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Los signos correspondientes al producto (x + 2)(z — 3), se obtienen usando los signos de los factores
(x+2)y (z—3) y la ley de signos para la multiplicacién definida en R, asi obtenemos:

—00 -2 3 4o
x+2 — + +
-3 — — +
(e+2)(x-3)| + | — | +

De esta tiltima tabla puede observarse que el producto (z + 2)(z — 3) es negativo, si y sélo sf x €] — 2, 3|
y por lo tanto el conjunto solucién de la inecuacién (z + 2)(x — 3) < 0 es: | —2,3[ o sea:

S=]-2,3

b.) (x+4)3z+2)>0

En forma similar al caso anterior obtenemos la siguiente tabla:

-2
- -4 — +
00 3 00
x+4 - + +
3r+2 | — — +

Los signos correspondientes al producto (z + 4)(3z + 2), se obtienen usando los signos de los factores
(x +4)y (3z + 2) y la ley de signos para la multiplicacién definida en R, asi obtenemos:

—oo —4 _—; 400
z+4 — + +
3z +2 - - +
+4)Bx+2)| + | — | +

De esta tabla puede observarse que el producto (x4 4)(3x + 2) es positivo siy sélo si & € |—c0, —4[ 0 x €

-2
} 3% [ y por lo tanto el conjunto solucién de la inecuacién (z + 4)(3x + 2) > 0 es:

|—o0, —4] U };,Jroo[osea:
S =]—00,—4[ U ]_§,+oo{

Nota: En los ejemplos (a) y (b) anteriores se ha explicado la forma en que se han construido cada una
de las tablas correspondientes y también la forma de determinar el conjunto solucién de cada inecuacion.
En los ejemplos siguientes omitiremos la explicacién.



c.) Bx+3)(2x+1)<0

d) Qz+5)(-x+1)>0

e.) z(—z—=T7)(=5zx+2) <0

f) —x(x—=T7)(z+5)>0

-0 -1 ! 400
2
3z + 3 — + +
2z +1 — — +
Bx+3)2z+1) | + | — | +
-1
s-] 7
—00 =5 1 +4o0
2
2x +5 — + +
—r+1 + + —
2x+5)(—z+1)| — | + | —
-5
s=]51]
—-o00 =7 0 % +00
x - — + +
—r—T7 + — — —
—br +2 + + + —
(—x—=T)(=dbzx+2) | — | + | — | +

T+5 —

—z(x—=T)(x+5) | +

35
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S =]-00,—5[ U 10,7

En el ejemplo anterior hemos resuelto inecuaciones en las cuales se involucra alguno de los signos “<” o “>7|
en el ejemplo siguiente el objetivo es resolver inecuaciones en las que se involucra alguno de los signos “<” o0 “>7”

Il Ejemplo 29

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

a.) (x+1)(x—2)<0 b.) (z—=3)(z+2)>0

c)32—-x)(z—-3)<0 d.) =5(—z+1)(—x—2)>0

e.) 2z(z+2)(x—2)<0 f) 3z(b—z)(z+2) >0
Solucién

a) (x+1)(z—-2)<0

En forma similar a los ejercicios resueltos en el ejemplo anterior formamos la siguiente “tabla”

—o0 -1 2 +00

z+1 - | + | +
T —2 - = | +
(+)(x—-2)| + | — | +
De aqui sabemos que:
(z+1)(z—-2)<0<=zxze]—-12]
Luego
+1)(z+2)=0<=z=-1 0 z=2
Por lo tanto:
El conjunto solucién de (x +1)(z +2) <0es[—1,2] osea S = [—1,2]

b) (z—-3)(x+2)>0
Procediendo en forma analoga al ejemplo anterior:

-0 =2 3 +oo
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z—3 i
T+ 2 - |+ +
(x=3)(x+2) | + | — | +

De aqui sabemos que:

(x=3)(z+2) >0z €]—00,—2 [U] 3,+00]

Luego

(x=3)(xz+2)=0<=z=30zx=-2

Por lo tanto:

El conjunto solucién de (x —3)(z +2) > 0es] —o00,—2] U [3,4o0[osea: S=|—00,—-2] U [3,+00]

Nota: En las inecuaciones que resolveremos a continuacién, no especificaremos la forma en que se obtiene
el conjunto solucién para cada una de ellas, el estudiante debera justificar estos resultados.

c)32—x)(z—-3)<0

3 + | +| +
2—x + | — | -
z—3 - |- | +

32—x)(x—-3) | — | + | —

S =]—00,2[ U [3,400]

Observacién: En esta inecuacién, 3 es un factor siempre positivo de la expresién 3(2 — z)(x — 3), pues
no depende del valor de la variable .

d) =5(—z+1)(—z—-2)>0

—0 -2 1 4

—r+1 + |+ ] -

—r —2 + — —

5at (- -2) | — | + | ~
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S = [-2,1]

Observacién: En esta inecuacién, —5 es un factor siempre positivo de la expresién —5(—z + 1)(—z — 2),
pues no depende del valor de la variable x.

e.) 2z(x+2)(x—2)<0

-0 -3 0 1 +o00

—or + |+ _ _
z+3 |+ + ] +
z—1 — — — +
2z +3)(z-1) | + | — | + | —

. S=[-3,0] U [L,+o00]

£) 3z(5—xz)(z+2) >0

3x - - |+ +
5—x + |+ + | -
z+2 S EEERE:
3x(b—z)(xz+2) | + | — | + | —

Ejercicios 8

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

1) (z—1)2z+1) <0 2.) 6x(l—2)>0

3) (22 +3)(4z —1) >0 4) 5b—-Tz)(x+2)(6z+1) <0
5) (22— 1)(2z—1) >0 6.) (22 —1)*>0

9.) 3(2—2)(4—32)(z+2) >0 10.) _71@ — )z —2)(x+2) <0
11) 22z +7) <0 12.) V5(2 - 32)3(z + 5)* <0
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4.3 Inecuaciones cuadraticas

Il Definicion 16

Sean a, b, ¢ constantes reales tales que a # 0. Sea x una variable real. Llamaremos inecuacién cuadratica a
toda inecuacién en la que uno de sus miembros se puede llevar a una expresién de la forma az? + bx + ¢ y el
otro miembro es cero.

Il Ejemplo 30

Son inecuaciones cuadréaticas:

b.) 22— 5z +6 >0
d) 322 -27<0

a.) 222 +2rx4+1<0
c.) 222 +8>0

Caso 1
Consideremos como caso 1, aquel en el cual la expresién ax? + bz + ¢ es factorizable (A > 0). Para resolver
estas inecuaciones se debe factorizar la expresiéon ax? + bx + ¢, para posteriormente aplicar el procedimiento

usado para resolver las inecuaciones de los ejemplos anteriores (por medio de una “tabla de signos”)

Recuerde que si la expresién ax? + bz + ¢ es factorizable entonces se cumple que:

ar? +br +c = a(r — x1)(x — 22)

Con z1 y x3 los ceros del polinomio az? + bz + ¢

Il Ejemplo 31

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

22— 22— 35 <0 20 —2—620

a) b.)

c) =322 +24+2>0 d) —20°+32+2<0

e) 22 —4z <0 f) 18z — 222 >0

g) 22— 93>0 h) 7—-22<0
Solucién.

a.) x> —2x—-35<0

Para la expresién 22 — 2z — 35 se tiene:

A = 4—4(1)(-35)
A = 44140
A = 144

22 — 22 — 35 es factorizable y ademaés:
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24+ +/144 14
x1:+72>1‘1:—:>x1:7
2 2
2 — /144 -10

asi:
22— 22 —35=(z—T)(x+5)
22 -2r-35<0 < (z—-T)(z+5)<0

Resolviendo esta ultima inecuacién se tiene:



—00 -5 7  +oo
-7 - — | +
T+5 - | + | +
(x=7)x+5) | + | — | +
Por lo tanto el conjunto solucién de 2?> — 2z —35<0es | —5,7 [,osea: S=]-5,7]
b.) 222 —2 -6 >0
Para la expresién 222 — x — 6 se tiene:
A = 1-4(2)(—6)
A = 1+48
A = 49
222 — x — 6 es factorizable y ademés:
1 49
N E 27 SO B
1 — /49 - -3
$2—T:>.’L'2—742I2—72
Ast:
2 3
20" —x — 6 =2(x —2) eri
2 3
20—z —6>0 <= 2(z—2) x+§ >0
Resolviendo esta ultima inecacién se tiene:
—00 _—3 2 4
2 + |+ +
T+ 2 - — | +
oD — |+ | +
2
3
Ae-2) (a4 ) | +| - | +

41
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c.) =3z +z2+2>0

Para la expresion —3x2 + z + 2 se tiene:

— 1-4(=3)(2)
= 1424

25

> D> >
|

—322 4+ x + 2 es factorizable y ademés:

1425 4 =
e N

—1—-+25 —6
1'2:_76:.@2:_76:1'2:1

2
asf: —3x2+x+2:—3(x+3) (x—1)

2
-3°+2+2>0 = —3(90—1-3) (x—1)>0

Resolviendo esta ultima inecuacién se tiene:

—o00 —2/3 1 +o0

-3 — _ —
+ 2 + |+
P _

3
z—1 — | -] +

—3(1;4—3))(56—1) -+ | -

-2
Por lo que el conjunto solucién de —3z2 +x +2 > 0 es } 5 1 [ o sea: S

d.) =222 4+32+2<0

Para la expresién —2z2 + 3z + 2 se tiene:

= 9-4(-2)(2)
= 9416
25

> > >
|

. —22% + 3z + 2 es factorizable, ademés:

-3+V25 2 -1
+7:>x1=—:>331=—2

=Ty 4
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o2 _ Neo
20" +3r +2= -2 T+ 3 (x —2)
9 1
=204+ 324+2<0 = -2 x+§ (x—2)<0

Resolviendo esta tltima inecuacién se tiene:

—oc0 —1/2 2 400

—2<x+;>(:ﬂ—2) -+ | -

—1 —1
Por lo que el conjunto solucién de —22%+32+2 < 0 es ] —00, 2] U [2,+cc[o0sea: S = } —00, 2} U [2,40]

e) 22 —4x <0
Factorizando 22 — 4z por factor comun se tiene: 22 —dr <0 = x(x—4)<0

Resolviendo esta inecuacion:

T — + | +
(x—4) | — | — | +
zlx—4) | + | — | +
Por lo que el conjunto solucién de 22 — 4z < 0 es: [0,4]; 0sea: S = [0,4]

f) 18z — 222 >0
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Factorizando 18z — 222 por factor comun se tiene: 187 — 222 > 0 <= 2z(9—x) >0

Resolviendo esta inecuacion:

2z — + +

Q—-z) | + | + | —

209 —2) | — | + | —

Por lo que el conjunto solucién de 187 — 222 > 0es ]0,9 [josea: S= ]0,9]

g) 22 -9>0
Factorizando x2 — 9 > 0 por férmula notable se tiene: 22 —9 >0 <= (z —3)(x +3) >0

Resolviendo esta inecuacion:

-0 —3 3 +4

z—3 — — +
(x+3) - |+ | +
(x=3)(z+3) | + | — | +
Por lo que : S =] —o00,—3] U [3,+0o0]
h) 7—a2<0

Factorizando 7 — 22 por férmula notable se tiene: 7 — 22 <0 <= (V7 —2)(v/7T—1z) <0

Resolviendo esta inecuacion:

—00 =7 V7T +o0

V-1 + | + -

Vita -+ |+

VT—2)VT+z) | — | + | —

Por lo que S:]—oo,—\ﬁ[ U ]\ﬁ,—&-oo[
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Caso2

Consideremos como caso 2, aquel en el cual la expresién ax? + be + ¢ no es factorizable (A < 0). Para resolver
estas inecuaciones usaremos el siguiente teorema:

Il Teorema 1

Sean a, b, c, constantes reales y x una variable real tales que a #0 y b> —4ac <0 ( A <0 ), entonces se
cumple que:

i.) Sia >0 entonces ax? +bx+c>0;V x €R

ii.) Sia < 0 entonces ax? +br+c<0;V z €R
Demostracién

En el teorema 3, Capitulo I71. , se demostrd que:

b\ A
ar’ +bc+c=a (m + 2) — 42] scon A = b®—4ac y ademdssi A < 0 entonces
a a

b\ A
($+2(1) _W]>0,V$ER

y por lo tanto:

b\ A
i.) Sia > 0 entonces a (:E + 2) — ] > 0;V = € IR es equivalente a:
a

4a?

si @ > 0 entonces ax? +bc+c>0;V 2 € R

b

2
A
#.) Sia<Oentonces a||xz+— ] ——| <0;V x € R es equivalente a:
2a 4a?

si a < 0 entonces azx?+bc+c<0;V z € IR

Il Ejemplo 32

Usando el teorema anterior resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

a) 222 +2+3>0 b) —22—-2-1>0
c.) 322 -5z +3<0 d) 42?2 +32-5<0
e.) 222 +6<0 f) =322 -5>0

Solucion
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a) 222 +x+3>0

En este caso, para la expresién 222 4+ x + 3; se tiene:

a=2y
A = 12-4(2)(3)
A = 1-24
A = =23

como A <0ya>0, entonces 222+ +3>0; V2 €R
el conjunto solucién de 222 +x+3>0es Rosea: S= R

b) —22—-2-1>0

En este caso, para la expresién —z? — x — 1; se tiene:

a=-1 vy

A = (-1 —4(-1)(-1)
A = 1-—-4

A = =3

como A <0ya<0, entonces —22 —2—1<0; Vz€R

2_x—1>0esvacioosea: S =1

el conjunto solucién de —x

c) 322 —5x+3<0

En este caso, para la expresién 322 — 5z + 3; se tiene:

a=3 'y
A= (=52 —-4(3)(3)
A = 25-236
A = —11

como A <0ya>0, entonces 3z2 —5x+3>0; Vz €R
el conjunto solucién de 322 —5x 4+ 3 <0 es vacio o sea: S = ()
d) —422+32-5<0

En este caso, para la expresién —4x? + 3x — 5; se tiene:

A = (32— 4(-4)(-5)
A = 9-80
A = =71



como A <0ya<0, entonces —4z?> +3x—-5<0; Vz€R

el conjunto solucién de —422 4+ 3z —5 < 0es Rosea: S = R

e) 202 +6<0
En este caso, para la expresién 222 + 6; se tiene:

a=2y

A = 0-4(2)(6)
A = —48

como A <0y a>0, entonces 222 +6 > 0; Vz € R

el conjunto solucién de 222 +6 < 0 es vacio o sea: S =10
f) =322 -5>0
En este caso, para la expresién —3xz2? — 5; se tiene:

a=-3 'y

A = 0-4(-3)(-5)
A = —60

como A <0ya<0, entonces —3z2 —-5<0; Ve € R

el conjunto solucién de —3z% — 5 > 0 es vacfo o sea: S = ()

Ejercicios 9

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:
2 _ _
1) 22 =3z —-2<0 2) 22422 —8 >0

2
3) —2*+2x+3<0 L) 22424150

— 2—
5.) —2x 8>0 6.) Tz — 2122 <0

)
r.3-2" 20 8. —202 472 —3>0

—_ 92 _
9. —222 +32—-1>0 10, —42? 4250

2
11. 4z* +42+1<0 12. 2% — 22 +1> 0

2
13. 22 +52+4<0 14. =322 4+6x—4>0

47
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4.4 Inecuaciones polimoniales de grado mayor que 2

Il Definicién 17

Llamaremos inecuacién polimonial de grado mayor que 2, a toda inecuacién en la cual uno de sus miembros es
un polinomio de grado mayor que 2, y el otro miembro es cero.

Il Ejemplo 33
Son inecuaciones polimoniales de grado mayor que 2 :
a) 23 -4z’ +2+6<0 b.) 22* —42%? —62 -4 >0
c) x®+32>0 d) 23 +222+2+2<0
Para resolver inecuaciones polimoniales de grado mayor que 2, frecuentemente es necesario factorizar el poli-

nomio que es miembro de la ecuaciéon. Una vez factorizado dicho polinomio, se aplicara alguno de los métodos
estudiados anteriormente para resolver inecuaciones.

Il Ejemplo 34

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

a) 23 —422 +2+6<0 b.) 22% — 222 — 22 —4>0
c) —zt+222 +32+2>0 d.) z* — 223 — 422 + 82 > 0
Solucién

a) 23 —422 +2+6<0
Debemos tratar de factorizar el polinomio 2% — 422 4+ x + 6.
Por divisién sintética se tiene que:
23— 42 + 24+ 6 = (z+1)(2? — 52+ 6)
Ahora, factorizando 2 — 5z + 6 por férmula general se tiene:
22 —5r+6=(r —2)(z —3)
Por lo que:

23— 42?2+ 24+6=(z+1)(z—2)(z—3)
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Asi tenemos que:
23 -4+ 24+6<0 <= (r+1)(z—-2)(z—-3)<0

Ahora vamos a la tabla de signos:

z+1 -+ | + | +
z+2 ~ -+ |+
T —3 - | | -] +
(e+D@+2)(x—-3) | — | + | — | +

Por lo que el conjunto solucién de 23 — 422 + 2 + 6 < 0 es:
] —o00,—1] U [2,3];0sea: S=]—00,—1] U [2,3]
b.) 223 — 222 — 22 —4>0
Factoricemos el polinimio 223 — 222 — 2z — 4
Por divisién sintética se tiene que:
223 — 222 — 20 — 4 = (v — 2)(22% + 22 + 2)

Ahora para 222 + 2z + 2 tenemos que:

A= (22-4(2)(2)
A = 4-16
A = —12

Como A < 0 entonces 222 + 2x + 2 NO es factorizable, pero como A < 0y a = 2 (coeficiente de z?) por
el teorema anterior tenemos que:

222 4 20 4+ 2 > 0;Vxr € R. o sea, 222 4 2z + 2 es positivo, V z € R.
Asi tenemos que:
203 — 222 —2r —4>0 < (z—2)(222 +22+2) >0

y podemos resolver esta inecuacién de acuerdo con la informacién anterior asi:
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—00 2  +oo
T —2 - | +
222 + 2z + 2 + | +
(z—2)(222 +22+2) | — | +

Por lo que el conjunto solucién de 223 — 22 — 4 > 0 es: ]2, +o0[ 0 sea: S = ]2, +o0[

— 24+ 222 4+3x4+2>0

Debemos factorizar el polinimio —z? + 222 + 3z + 2, aplicando divisién sintética se tiene que:

—zt 222+ 324+2=(x+ 1)(—23 + 22 + 2+ 2)(*) y a su vez:
—3 4?4+ 2=(v—2)(—2®—x—1) (*

y para —x? — x — 1, tenemos:

A = (-1 4(-1)(-])
A = 1-4
A = -3

Como A < 0, entonces —z?

— z — 1 no es factorizable, y por el teorema anterior.
—22—2—-1<0;¥V z€R, osea — 2% —x — 1 es negativo, V = € R.

Ast por (*) y (*¥)

2t 4+ 222+ 3z +2=(r+1)(z —2)(-2®> —x - 1)

y por lo tanto:

2t +2224+324+2>0 <= (z+1)(z—-2)(-22—2—-1)>0

y por la imformacién anterior podemos resolver esta inecuacién asf:



-0 —1 2 +00

x+1 - | + | +

x—2 - | = | +
—r?—r—1 - | = —
(x4+)(z—-2)(-2>-2-1) | — | + | —

De aqui S = [-1,2]

d.) o* — 223 —42% +82 >0
Factorizamos el polinomio z* — 223 — 422 + 8z ; por factor comun:
xt — 223 — 42% + 82 = x(2® — 222 — 4w + 8)(¥)
Factorizando 2® — 222 — 4z + 8 ; por divisién sintética:
23— 202 — 4o + 8 = (x — 2)(2? — 4)(**);
y factorizando 22 — 4, por férmula notable:
2?2 —4=(x—2)(z+2).
Asi, de (**) se tiene que:
23— 222 —dz+8 = (z — 2)(z — 2)(z + 2)
y por (*) se tiene que:
2t — 223 — 42% + 82 = x(x — 2)(x — 2)(x + 2) y por lo tanto:

2t =223 — 422 + 82 >0 = z(x —2)(z —2)(z+2) >0

51



52

x — — + | +
T —2 - | - — +
T —2 - | = | - +
T +2 |+
2z —-2)(x—2)(z+2) | + | — | + | +
De aqui: S=]—00,-2 [U] 0,2 [U] 2,4+00]

Ejercicios 10

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

1) 23 —122+16 >0 2.) 223 — 22182+ 9 <0

3) 23 +222 +2+2<0 4.) 22% -T2 + 42 -3 >0

5.) z* —16 <0 6.) 22 +322-4>0

7. 22 — 5% + 42?2 — 12 > 0 8. ot —223 - 322 +8r -4 <0

Ademads de inecuaciones cuadréticas y de inecuaciones polinomiales de grado mayor que 2, podemos resolver
algunas otras inecuaciones que son reducibles a inecuaciones cuadraticas, o bien a inecuaciones polinomiales de
grado mayor que 2, aplicando las transformaciones estudiadas en este capitulo, y también las propiedades y
algoritmos de las operaciones definidas en R.

Il Ejemplo 35

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

a.) 22 +5x+4 <2z +4 b.) 42% + 8z — 5> 5z — 6
c)at—1>—a*+1 d) a® -2 +2<a2?+ax -1
Solucién.
a.)
?+5r+4 < 2z+4
— 2245rx+4—-2x2—-4 < 0
<= 2243z < 0
= z(z+3) < 0



b.)

—o0  —3 +00
T — — +
z+3 - | + | +
r(x+3) | + | — | +

De aqui: S = [-3,0]

422 +8x—5 > bxr—6
= 42248 —-5—-5x+6 > 0

— 4722 4+3z+1 > 0

Para 422 + 3z + 1 se tiene:

>
Il
©
I
—
=N

Como A <07y a>0, entonces: 422 +3x+1>0; Vo € R

S=R
-1 > —zt+1
= 2t —1+2z*—-1 > 0
= 224 -2 > 0
— 202 —-1) > 0
= 2(2? = 1)(z*+1) > 0
— 2@-D@+1)2+1) > 0 (¥

Observe que 22 + 1 no es factorizable y ademds es positivo Vo € R

53
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—o00 —1 1 +00

2 + |+ +
z—1 - | -] +
rz+1 - |+ | +
z® +1 + |+ | +
20— D+ D@*+1) | + | - | +

Por lo tanto el conjunto de solucién de la inecuacién (*), y por lo tanto de la inecuacién original, es: S=
| —o0,—1] U [1,400]

d)
23 =22 +2 < 224x-1

— -2 4+2—-22—z+1 < O

— =32 —x+3 < 0(*

Factorizando 22 — 322 — x 4+ 3 por agrupacion se tiene:
=32 —x+3 = (23-32?)+(—2+3)
= 22(x—3)—(z-3)
— @-3)@ - 1)
= (z=3)(z—-1)(z+1)
osea: 23 — 322 —z+3=(z - 3)(z — 1)(z + 1)
volviendo a (*) obtenemos:

23 -322—-2+3<0 <= (x-3)(z—-1)(z+1)<0

z—3 - -] -] +
z—1 - | - | + | +
z+1 ~ |+ |+ |+
z=3)z—-x+1)| — | + | — | +

Por lo que S=] — o0, —-1[ U ]1, 3|
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Ejercicios 11

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

2
L) 2 —4<z—2 2.) 322 —4x+5>22+5

34 .2 9 —
3) 22+ +1> -2 -2 4) 2 — 6> 222 — 3

4.4.1 Inecuaciones en las que uno de sus miembros es un cociente y el otro miem-
bro es cero.
P(z) P(z) P(z)
<0 < 0;
Q(z) Q(x)

En general estudiaremos los tipos ; >0 en donde P(z) y Q(z) son poli-

nomios con, Q(z) # 0.

Para resolver este tipo de inecuaciones nos basaremos en las siguientes propiedades:

Propiedades

Seana € R,b € R, con b #0

1) =<0 <= a-b<0

1.) Resolver < 0 es equivalente a resolver P(z)-Q(z) <0

2.) Resolver < 0 es equivalente a resolver P(x)-Q(x) <0

3.) Resolver >0 es equivalente a resolver P(x)-Q(z) >0

>0 es equivalente a resolver P(x)-Q(z) >0

P
4.) Resolver <

Por lo anterior es que al resolver inecuaciones en las cuales uno de sus miembros es un cociente y el otro miem-
bro es cero, usaremos tablas de signos tal y como se hizo para resolver inecuaciones, en las cuales uno de sus
miembros es un producto y el otro es cero.



56

Il Ejemplo 36

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:

x—2 33—z
. >0 b. 0
&) rz+3 ) r+1 <
(z—2)(z+1) -2
) —————= <0 d) ———— >0
RN TEr ) @ E-9)
6 -3
) —m >0 f)y ———— <0
“) Goae=a > ) Gr o DEer2) S
Solucién
x—2
a. >0
) T+3 "
En este caso debe cumplirse que x + 3 sea diferente de cero; pero x +3 =0 < z = —3.
La“tabla de signos “correspondiente a esta inecuacién se obtiene asi:
—oco —3 2 4o
T — 2 — — +
z+3 -+ | +
(z—2)
+ - | +
(z+3)
C . (r—2 . Co
De aqui se tiene que el cociente (= +3) es mayor o igual que cero, si y sélosi € ] —o00, =3[ U [2,4+00].
x
) y r—2)
Por lo que el conjunto solucién de >0 es S, donde
(x +3)
S=]—00,-3[U[2,400]
Nota
1.) La doble linea vertical en —3, se utilizé para indicar que —3 no pertenece al dominio de la incégnita.
2.) —3 no se incluye en el conjunto solucién, por no pertenecer al dominio de la incégnota.
3—z
b. <0
) z+1

En este caso debe cumplirse que x + 1 sea diferente de cero; perox +1 =0 < z = —1.
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La "tabla de signos ”correspondiente a esta inecuacién se obtiene asi:

—o0 —1 3 400

z+1 — + | +

3_

G- | _| .| _

(z+1)

, . . 3—x C
De aqui se tiene que el cociente @+ es menor que cero, si y sélo s{ x €] — oo, —1[ U |3, +o0 .
x
B—1)

Por lo que el conjunto soluciéon de < 0 es S, donde

r+1

—~
~—

S=]—o00,—1[U]3,+o0

Nota
La doble linea vertical en —1, se utilizé para indicar que —1 no pertenece al dominio de la incégnita.

Las inecuaciones siguientes seran resueltas en una forma maés resumida, omitiremos la explicaciéon corre-
spondiente a cada uno de los pasos involucrados, el estudiante debe saber justificar cada uno de dichos
pasos.

(x —2)(z+1)
c.) = <0

Debe cumplirse que & — 4 # 0, o sea = # 4.

x—2 i D s +

z+1 - |+ | + +

z—4 - | - — +
(x —2)(z+1)

@—4) + +

De aqui se tiene que:

S=]—o00,~1] U [2, 4]



58

T —2
RECERICEE R

-1
Debecumplirsequ62x+1#ny—f);é(),oseax;é7yx#5.

-0 -1/2 2 5 4o

T —2 — - | + +
2 + 1 N EaENE
T—95 — - | - +
(z—2)

2z + 1)(z—5) i i

De aqui se tiene que:

S = }21,2{ U5, +oo|

6
TR PR Rl

Debe cumplirse que t —3#0y2—x#0,0seax # 3y = # 2.

6 + |+ |+
T —3 — — +
2—x + - -
6 _ n -
(x—=3)(2—2x)
De aqui se tiene que:
S :}213[

-3

B @ ey =°

1 -2
Debecumplirseque2a:—1#0y3x+27é0,oseax7é§yx;«é?.




— 00 — z
-3 _ _
20 — 1 — —
3z + 2 — +
3 4
(22— 1)(3z +2)
De aqui se tiene que:
-2 1
S—]—oo, [ U ] —,+00
3
Ejercicios 12
Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:
1) 2= <y
r+2 6) (x —2)(x +3) 0
_ _ ' 2(x—3 -
2y @=DE=2) g (z—3)
2z 41 2 _ 1
7) —— <0
2) 3r 41 - 3z +1
) TG et
1) 2 (+3)(2—-x) ~
. >
2 — 3 9) (1-2)2+x) 50
5) -5 “o 7 Br+1)5-2)
7 (22 45)(z +4)
Il Ejemplo 37
Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:
2?2 —dx -5 9 —a?
) —— >0 b 0
R ) eooi-a ~
(xz+2) —2x
) —= < d. >0
) :1:274:r_0 )x2+x+3_
2+ 2?2 -2 x3 + 4x
) — f. 0
e.) ) <0 ) 11 =

Solucién
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2_4x -5
a) >0

En este caso 4 no pertenece al dominio de la incégita (x # 4); ademds debemos factorizar (si es posible)
el numerador.

Aplicando férmula general se tiene que:

22 —4x—5=(r—5)(z+1)

Por lo que:

2 _4x -5 -5 1

roaee >0<:>—(x )=+ )>0
z—4 r—4

Resolviendo esta ultima inecuacién se tiene:

-0 —1 4 5 +00

T—95 — — — +

z+1 - | + + | +

z—14 - -+ +
(x —=5)(z+1)

(@—4) + +

2 —4x -5

Por lo que el conjunto solucién de: Q1 > 0 es S, donde:
T —
S=]-1,4[U]5,+0]
9 — 22
b) —
) eoi=a

En este caso 1 y 2 no pertenecen al dominio de la incégnita (x # 1y x # 2); ademds debemos factorizar
el numerador (si es posible).

Por férmula notable se tiene que;

9—22=(3-2)3+x)

Por lo que:
9 — 22 B-—z)3+x)
G-i-2 " eooa-o "

Resolviendo esta ultima inecuacién se tiene:
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3—a +l+ |+ ]+ -
3+w |+ |+ |+
x -2 -l = -1+
1—2 +l+ -1 - -
B3—-2)(3+4x)
@-2)1-2) | " i i
. iy 9 —a?
Por lo que el conjunto soluciéon de: ——————— < 0 es S, donde:
(z—-2)1—2)
S=]-31[U]2, 3]
(x+2)
) —=<0
) 22 —dx —

En este caso debemos factorizar el denominador si es posible. Por factor comtn se tiene que: 2 — 4z =
x(xz — 4) y de aqui, como el denominador debe ser diferente de cero, entonces debe cumplirse que:

x#0 y x#4

2 2
Asfi se tiene: Lgo <— L§0
x? —4x x(x —4)

Resolviendo esta ultima inecuacién se tiene:

—00 —2 0 4 +o0

r+2 . + + +
x — — + +
r—4 — — — +
T+ 2

@2 oy

x(x—4)

T+ 2

Por lo que el conjunto solucién de: ] < 0 es S, donde:
T

S=]—o0,—2]U]0, 4]
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d)

2x

— >0
24+ +3

En este caso debemos factorizar el denominador, si es posible, pero para z2 + = + 3, se tiene:

A= (1)-41)(3)
A = 1-12
A = -1

Como A < 0, entonces z2 +x + 3 no es factorizable en R, ademés como a > 0 y A < 0 entonces x2 +z + 3,
es positivo Vz € R, por lo tanto, la tabla de signos correspondiente a:

25
—_— es:
?2+z+3 7~

—2r + —

’+r+3 | + | +

—2x n
224+ 2x4+3
. . 2z
Por lo que el conjunto soluciéon de: ——— > 0 es S, donde:
22+x+3

S=]—-00,0]

3+ 2% — 2z

<0
x+4

En este caso —4 no pertenece al dominio de la incégnita, ademdas debemos factorizar el numerador, si es
posible.

Por factor comin se tiene: 2% + 2% — 22 = x(2? + 2 — 2) (¥)
Aplicando férmula general a 22 + 2 — 2 se tiene: 22 + 2 —2 = (z +2)(z — 1)
Volviendo a (*) tenemos: x3 + 22 — 2z = z(z + 2)(z — 1)

Asi: 3+ 2% — 2z <0 < x(x+2)(x—1)

<0
T+ 4 T+ 4

Resolviendo esta inecuacion se tiene:
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—o00 —4 =2 0 1 4o

T — — - | + | +
T +2 — - |+ | + | +
z—1 =1 =1=1+
z+4 |+ + ]+ |+
z(x+2)(xz—1)
N At S B IS
(x+4)

3+ 2% — 2z

< 0 es S, donde:
r+4

Por lo que el conjunto solucién de:

S=]-4,-2[U]0, 1]

3
T +4z<0
r+1 —

En este caso —1 no pertenece al dominio de la incégnita, ademas debemos factorizar el numerador, si es
posible.

Por factor comtn se tiene: 2 + 4z = x(2? 4 4)(*)

Aplicando formula general a 22 + 4, se tiene: a =1y

JAN 0% — 4(1)(4)
N = —16

Como A < 0, y a > 0 entonces 2 + 4 es positivo Vx € R y ademds no es factorizable por lo que la
factorizaciéon completa de 2 + 4x es la indicada en (*)

3 2
x +4z§0<:> x(z* +4)
z+1 z+1

<0

Asi:

Resolviendo este inecuacion se tiene:

z+1 — + | +

x(x? +4)
z+1
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Por lo que

S=]-1,0]
Ejercicios 13
Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones:
22+ 22 2 +3
1) ——— >0 2) ——— <0
) 1-z)(z—-2) — ) (x+5)(x+3) ~
3—z —z? +4x -5
3) ——— <0 ) ——
)3x2—6x< 1) 3 + B2 >0
—222 + 31 — 2 -4
) ——— > 6. <0
5) 3 +5x2 T ) =3zt + 1122 +4 —
6z —3z% + 52 —3
7. ——— <0 8. >0
—22+ 3z —2 a3+ 222 +x+2)

Aplicando las transformaciones estudiadas en este capitulo, y ademds los algoritmos estudiados para realizar
operaciones con fracciones racionales (capitulo I11.) ), podemos resolver inecuaciones que se pueden reducir a
una inecuacién, en la cual uno de sus miembros es un cociente y el otro miembro es cero, como se ilustra en los
ejemplos anteriores.

Il Ejemplo 38

Resuelva cada una de las siguientes inecuacciones:

x + 2 1
)1 >0 .
a.) poy b)m_2<2
3 T -2 r—>5 20 +1
c.) =+ d. <
)2 z—1 z—1 )a:—|—3_ T+ 3
3 z+6 3—x r—5
. >
e) l—2z = 2—2 f')x—2<1—x
3z 1 222 + 1 6x 2
_ < h.
&) 2 -1 22—2 = x23—2 )x274x+3>1274x
Solucion.

Nota: En la solucion de estas inecuaciones omitiremos la justificacién de cada paso, dicha justificacion debe
ser brindada por el estudiante.

a.)



p_rt2 >
r—>5 -
1-(x—5)—1(z+2) <
r—>5 -
T —br —2
e _ >
xr—95 -
-7
— >0
x—5 —
De aqui se tiene que:
b.)
1
< 2
x—1
1
<= -2 < 0
rz—1
1-2(x—-1
= (z ) < 0
r—1
1—2z+2
= _ < 0
x—1
-2 3
= —erts < 0; z#1
r—1

De aqui se tiene que:

0
0
0
r#5
—o00 b +00
_7 _ _
T—5 | — +
-7 N B
z—25
S=]-00,5]
—oc0 1 3/2

x—1 - || + | +
—2x + 3

— + p—
r—1
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3+ T n 2
2 -1 x-1

3x—1)4+2r+2-2

2(x — 1)

3r—3+2x+14
2(x—1)

5 +1
2(x — 1)

De aqui se tiene que:

r—5

x4+ 3
x—572x+1 <
r+3 z+3 -
r—5—(2z+1) <
z+3 -

r—5—2x—1
_— <
x+3 -

—x—06

<
r+3 -

S -2
z—1
> 0
> 0
> 0
> 0
> 0; xz#1
— —1/5 +
S5z +1 - | + +
2 + | + +
z—1 - | - +
or + 1 4+ = +
2(x—1)
-1
S:]—oo,5{u]17+oo[
2z +1
z+3
0
0
0
0; x#-3




—z—6 | + | — _
z+3 - | - +
-6 n B
r+3
De aqui se tiene que:
S=]-00,-6] U ]=3,+00]
e.)
3 . z+6
l—2z — 2-z
3 T +6
— > 0
— l—2z 2—-2 —
32-2)—(1—z)(z+06)
> 0
= 1-2)2-a) =
_ _ _r2_
— 6 -3z —(x+6—2°—6x) > 0
(1-2z)(2—2x)
6 —3r—2—6+2%+ 62
> 0
= 1-2)2-2) =
% 4 22
— > 0
= I-2)2-2) =
z(x + 2)
— 7 > 0; 1 2
— i-n@-z = Vierlyed
-0 —2 0 1 2 400
x - =+ |+ +
z+2 - | + | + + +
1—= + | + | + — —
2—x + | + + + —
x(z+2)
—a)2—2o) | N N

De aquf se tiene que:

S=]-00,—2] U [0, 1] U ]2, +o0]
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f)
33— < r—5
xr — 2 1—2
— 3—3:_96—5 < 0
r—2 1—=x
(B-2)(1-2)— (z—5)z—2)
< 0
= (@-2)(1 )
— 3—-3z—z+2?— (22 — 22 — 52 + 10) < 0
(z—-2)(1—2x)
— 3—3zx—ax+22—22+2x+52x—10 < 0
(x—2)1—2x)
3x — 7
—_— 0; 2 1
— ) < 05 x#2yx#
-0 1 2 7/3 40
3xr—17 — — — +
T —2 — — + | +
1—=x + - e
B S N I
@-2(1-2)

De aqui se tiene que:

S]l,Q[U};,+OO{



3z 1 222 +1

IA

22 -1 22—1x 33—z
3z 1 222 4+ 1
_ — < 0
= 21 22—z 2_z =
3 1 207 41
<~ - - = 0
(@—D@+1) z@-1) =z@>-1) =
3z 1 2I2+1
< - - < 0
G- D+D) se-D) se-DEtD
(3z)(z) — L(z +1) — (222 + 1)
< 0
= x(x—l)($+1) =
— Gt S e
z(x —1)(z+1) -
— _atoz-2
zx—1)(xz+1) —
-2 1
PN 1%—1))((3;—:—1)) < 0 considerando z # —1
T —2
— ———— < 0; z#0yax#1
x(zr—1)

T —2 — — — - | +
T — — + + | +
z—1 — — — + | +
-2
7@ ) - - + - | +
x(x—1)
De aqui se tiene que:
S=]—-00,-1[U]-=1,0[U]1,2]

Observe que es importante la restriccién x # —1, a pesar que el factor correspondiente fue simplificado.

h.)
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<~ bz > 2
2?2 —4x+3 12 — 4x
— b B 0
2?2 —4x+3 12 —4x
— Oz - 2 > 0
(x—=3)(z—-1) 4(3—2x)
— O - 2 > 0
(x=3)(xz—-1) —4(zx-3)
6x(—4) —2(x —1)
0
= "4z 3@ -1
— —24x —2x + 2 0
—4(x —3)(z—1)
—26x + 2
> 0 3, 1
— iz 3@ -1 e e
—o0 1/13 1 3 +o0
— 26z + 2 + | - - -
4 = = =
-3 - = - +
z—1 - = + +
—26x + 2
Se-3e-u | | | | *

De aqui se tiene que:

Ejercicios 14

Resuelva cada una de las siguientes inecuaciones.

1 1
1_) f;Z,
x? + 3x T
2) x—|—3_2x—4<3x+2
' 2 3 6
5 x —Tr+6
3. <
U B gl e U



11.)

12.)

13.)

14.)

(x +7)z+10
x+ 10

9 < 21
T+ 2 r+4
r—5 3—=x

<
l—a " x—2

>0

-2

222 — x T
>
2 —-2x+1 x—1
2+ 1 3
>
x(r—3) x—3

2 — >

r+3 " 2—x

1 < x?
2—x  —2?24+3x-2
(m—3)x—4< (r+2)x—2

r—4 - r—2

—T 3 2—x
<

x—2+x+2*x2—4

—z2 >x3—x+1
1-z° (d—a)2
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