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2.1 Derivada de una funcion

2.1.1 Introduccién

El problema de la tangente

“Muchos de los problemas importantes del analisis matematico pueden transferirse o hacerse depender de un
problema bésico que ha sido de interés para los matematicos desde los griegos (alrededor de 300 — 200a.deJ.C).
Es éste el problema de trazar una recta tangente a una curva dada en un punto especifico a ella.

Este problema fue resuelto por métodos especiales en un gran ntmero de ejemplos aislados atin en la tem-
prana historia de las matemaéaticas. Por ejemplo, es bastante facil resolver el problema si la curva es un circulo,
y todo estudiante ha visto esta solucién en su geometria de secundaria. Sin embargo, no fue si no hasta el
tiempo de Isacc Newton (1642 — 1727) y de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) que se dio un método gen-
eral sistemadtico para obtener la solucion. En este sentido se acredita a estos dos hombres la invencion del calculo.

Aunque el problema de la tangente pueda parecer de poco interés a los no matemaéticos, el hecho es que las
ténicas desarrolladas para resolver el problema son la mera columna vertebral de gran parte de la ciencia y la
tecnologia actuales. Por ejemplo, la direcciéon del movimiento de un objeto a lo largo de una curva en cada
instante se define en términos de la direccién de la recta tangente a la trayectoria de movimiento. Las érbitas de
los planetas al rededor del sol y las de los satélites artificiales alrededor de la Tierra, se estudian esencialmente
comenzando con la informacién sobre la recta tangente a la trayectoria del movimiento. Un tipo diferente de
problemas es el de estudiar la descomposicién de una sustancia radioactiva tal como el radio cuando se conoce
que la razén de descomposiciéon en cada instante es proporcional a la cantidad de radio presente. La clave de
este problema asi como la del problema del movimiento, estd en un andlisis de lo que queremos designar con la
palabra razon.

Como pronto veremos, este concepto estd tan intimamente relacionado con la pendiente de la recta tangente

a una curva, que la formulacién matemaética abstracta de un problema sobre razones es indistinguible de la
formulacion del problema de la tangente.

Empezamos con el problema de la tangente no solo por su importancia histérica y practica, sino también
porque la intuicién geométrica del lector contribuird a hacer concreta la que, de otro modo, seria una nocién
abstracta” (Britton, 1968, 323).

Il Definicion 1

Recibe el nombre de recta secante cualquier recta que pase por dos puntos diferentes de una curva.

En la siguiente figura se ha representado graficamente una recta L secante a una curva:

> <

‘
SNl e

>
/ 6 8 10 27 x

Figura 2.1: Recta secante a una curva
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Como al conocer la pendiente de una recta y un punto de ella, la recta queda completamente determinada,
se tiene que el problema de trazar una recta tangente a una curva dada, por un punto de ésta, se reduce a
encontrar la pendiente de la recta.

Consideremos la representacion grafica de una curva con ecuacién y = f(z), donde f es una funcién continua.

T

f) =y / Qy)

P,
fx) =1, 900

> X

= / X, X
Figura 2.2: Gréfica de f(x)

Se desea trazar la recta tangente en un punto P(z,,y,) dado de la curva.

Sea PQ la recta secante que pasa por los puntos P(x,,%,) y Q(z,y) de la curva.

Y — Yo :f(x)_f(xo)

T — T, T — T,

La pendiente de esta secante, denotada mg estd dada por: mg =

Como la pendiente de una recta es igual a la tangente del dangulo que forma la recta con la parte positiva del
eje X, y como 6 es ese dangulo para la recta secante, entonces:

fx) = fxo)

r — X

mg = tanf =

Supongamos que existe una recta tangente a la curva en P(z,,¥,). Sea PT dicha recta.

Mantenemos ahora el punto P fijo y hacemos que el punto Q se aproxime a P, a lo largo de la curva. Cuando
esto sucede, la inclinacion 6 de la recta secante se aproxima a la inclinacién de « de la recta tangente, lo que
puede escribirse como lim 6 = a.

Q—

En igual forma, la pendiente de la secante tiende a la pendiente de la tangente, es decir, éimp tanf = tan .

Ademids, cuando Q tiende hacia P, la abscisa x tiende hacia x, por lo que C;irnp tan § = tan a puede escribirse

como lim tanf = tana.

T—T,
Luego lim tanf = lim M = tana.
T—T, T—T, xr— T,

Si denotamos por my(z,) la pendiente de la recta tangente a la curva en P(x,,y,), entonces my(z,) =
L J(@) = (o)

T—To T — Ty

Il Definicion 2
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La pendiente de la recta tangente a la curva con ecuacién y = f(x) en el punto (x,,y,), denotada my(x,) es

igual al lim M, siempre que este limite exista.
T—T, Tr— Ty
Il Ejemplo 1

Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva con ecuacién f(x) = 2% — 3z, en el punto (1, —2).

La ecuacién de la recta tangente es: y = max + b. Utilizando la definicién anterior vamos a averiguar la
pendiente en (1, —2).

Solucién
Asi:
_ @)= ()
mr(1) 911—>ml z—1
2 _ _

~ lim © 3z —(—2)

z—1 r—1

Cox?—3x+2

=1

z—1 r—1
— lim (x—=1)(x—2)

r—1 €T — 1
= liml(x—Q):—l
Luego mr(1) = —1, por lo que y = —x + b. Para averiguar b, sustituimos el punto (1,—2) como sigue:

—2=—(1)+ b de donde b = —1.

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es y = —x — 1.

La representacion grafica de la curva y de la recta tangente es el siguiente:

o
Y
®

Figura 2.3: Recta tangente a f(z) = 2 — 3z, en el punto (1, —2)

Il Definicién 3

Se dice que la recta normal a una curva en el punto P(z,,¥,), es la linea que pasa por P y es perpendicular a
la recta tangente en ese punto. Ademads, recuerde que dos lineas no verticales son perpendiculares entre si, si y



solo si sus pendientes tienen valores reciprocos negativos.

Si myp es la pendiente de la recta tangente y my la de la recta normal, entonces:

-1
my = —

mr
Il Ejemplo

4
Determinar la ecuacién de la recta normal a la curva con ecuacién f(z) = —
x

Solucién

Como my =

mT(2) =

Como myp(2) = —1, entonces my(2) = 1.

(mr.my = —1)

2

——, averiguamos primero la pendiente de la recta tangente. Asi:
mr

L @)~ f2)
z—2 xr — 2
4 _ 4
lim &2
r—2 r — 2
8—4x
lim —2=
r—2 L — 2
4 -2
lim 1’

z—2 z(z — 2)

lim ————
o z(x — 2)

normal

\

0.5

1

Figura 2.4: Recta normal y tangente

Introduccion

,x >0, en el punto (2,2).

7
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La ecuacion de la recta normal es: y = la + b. Sustituyendo en la ecuacién anterior x = 2, y = 2 se obtiene
b=0.
Por tanto, la ecuacién de la recta normal es y = z.

La representacién gréfica de la curva y la recta normal es la siguiente:

Yy
A

5
recta normal y = x

2 IN 6 8 10

4
Figura 2.5: Recta normal a f(z) = — en (2,2)
x

La ecuacién de la recta tangente es y = —x + 4.
Ejercicios

1. Determinar la ecuacion de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la curva con ecuacién
f(x) =22% — 5, en el punto (1, —3).

Il Ejemplo 3

1. Determinar la ecuaciénde la recta tangente a la parabola con ecuacién y = 22, y que es paralela a la recta
con ecuacion y = 4x.

Solucién

Recuerde que si dos rectas son paralelas entonces sus pendientes son iguales.
Note que en este caso no nos indican el punto de tangencia en la curva.
Como la recta tangente es paralela a la recta de ecuacién y = 4, entonces mr(z,) = 4.

Calculemos mr(x,):

maae) = Jim LI =S2e)
2?2 — 22

= lim
T—=To T — Ty

~ lim (x — o) (x + x,)

T—To T — T,
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= lim (z+ z,)
T—T,
=x,+x, =22,
Como mr(z,) = 2z, se tiene que 2z, = 4 y por tanto z, = 2.
Si z, = 2 entonces y, = 22 = 4. El punto de tangencia es P(2,4).
La ecuacién de la recta tangente es: y = 4x + b.
Sustituimos (2,4) y se obtiene que b = —4.

Entonces la ecuacién de la recta tangente es y = 4z — 4.

La representacion grafica es la siguiente:

y=4x

-2-1//723'x

Figura 2.6: Recta tangente a y = x2 paralela a y = 4z

Estudiaremos ahora un segundo problema que involucra un limite similar al utilizado al determinar pen-
diente de una recta tangente a una curva.

Dicho problema es el de determinar la velocidad de una particula en un instante de tiempo t,.
Recibe el nombre de movimiento rectilineo el efectuado por una particula a lo largo de una linea recta.

Sea s la funcién con ecuacién s(t) = t? + 1, que describe la distancia dirigida de la particula a un punto
fijo O, en cualquier tiempo ¢, (s se mide en metros y ¢ en segundos).

Cuando t = 0, la particula se encuentra a 1 metro de O y cuando ¢ = 3 segundos la particula esta a 10
metros de O, como se representa a continuacién:

La velocidad promedio de la particula es la razén del cambio en la distancia dirigida desde un punto fijo,
al cambio en el tiempo.

En este caso, en el lapso de tres segundos, la velocidad media, denotada v,,.q, estd dada por vy,eq =

10-1 _ . S
53— =3 metros por segundo.
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t

=0 t
0 1

=l
w

- 4
o

w Y

Figura 2.7: Movimiento rectilineo de una particula

Note que la velocidad promedio de la particula no es constante, y que ademads ésta no proporciona infor-
macién especifica referente al movimiento de la particula en cualquier instante determinado.

Para el movimiento anterior, la velocidad media desde t = 3 segundos hasta otro tiempo ¢ cualquiera, esta
dada por:

s(t)—s(3) s(t)—10

t—3  t—3

Umed =

Si quisiéramos determinar la velocidad al final de 3 segundos, es decir la velocidad instantdnea cuando
t = 3 no podriamos averiguarla con la férmula anterior, pues si se sustituye ¢ = 3 el denominador se hace
cero.

Sin embargo, cuanto més corto sea el intervalo de ¢t a t = 3 seg, la velocidad promedio estard mas cerca
de lo que intuitivamente se consideraria como la velocidad instantanea en ¢t = 3seg.

Surge asi la siguiente definicién sobre la velocidad instantanea:

Il Definicion 4

Si una particula se mueve sobre una linea recta de tal forma que su distancia dirigida s, a un punto fijo
de la recta estd dada en funcién del tiempo por la ecuacién s = s(t), entonces la velocidad en cualquier
instante t1 es:

t) — s(t
M, siempre que este limite exista
t—t1 t—1
Utilizando la definicién anterior, se puede averiguar la velocidad en el instante t = 3 seg, de la siguiente
forma:
~os(t) —s(3)
v(3) = fim = ——
. t?+1-10
= lim ———
t—3 t—3
=9
T3
t—3)(t
o (=)
t—3 t—3
= thn% (t+3)=6

Luego, la velocidad cuando t = 3 seg es de 6 metros por segundo.

La velocidad instantdnea puede ser positiva o negativa, segun la particula se mueva a lo largo de la recta
en direccion positiva o negativa; es cero cuando la particula estd en reposo.
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La rapidez de la particula en un instante de tiempo ¢, se define como |v(¢1)|, siendo simplemente la mag-
nitud de la velocidad, es decir, su valor absoluto, por lo que sera siempre positiva o nula.

La aceleracién es una medida de la variacién de la velocidad. La aceleracion es cero si una particula se
mueve sobre una recta con velocidad constante.

Si la velocidad v de la particula estd dada por la ecuacién v = wv(t), donde ¢ es el tiempo, entonces la
aceleracién en el instante ¢ = t1, se define como el limite de la aceleracién media de la siguiente formas:

Cou(t) —u(t
a(tl):tlg?l (i—tl( )

Observe la semejanza con la definicién de velocidad instantanea como limite de la velocidad media.
Il Ejemplo 4

1. La ecuacién s(t) = 2 + 2t describe el movimiento de una particula sobre una recta. La distancia al origen
estd en metros y t estd en segundos. Calcular la velocidad cuando t = 3 seg.

Solucion

Se debe determinar la velocidad instantdnea cuando ¢t = 3 seg
g 8(8) —s(3)

v(3) = fim = ——
t2+2t—15

im ——

t—3 t — 3

~ lim (t—3)(t+5)

t—3 t—3

= }m}% (t +5) =8 metros por segundo.

Asi, cuando t = 3 seg, la velocidad de la particula es de 8 metros por segundo.

2. Una particula P se mueve en linea recta de acuerdo con la ecuacién s(t) = 15t — 3t?, donde s, en metros,
es la distancia al punto de partida en el tiempo ¢, (en segundos). Determinar la distancia de P al punto
de partida cuando la velocidad es nula.

Solucién

Debemos averiguar primero la velocidad de la particula en cualquier instante ¢,,.
s(t) — s(t

v(t,) = lim 7( ) (to)

t—to  t—t,

. 15t — 3t2 — (15¢t, — 3t2)
lim
t—to t—t,

. 15t — 15¢t, — 3t2 + 3¢2
lim
t—t, t— to
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1 _ _ 2 42
lim 5(t—t,) — 3(t* —t3)

t—to t—t,

_ lim 15(t — to) — 3(t — to)(t + to)
t—to t—t,

iy (B 1) (15— 3t — 3t,)
t—to t—t,

= tlit? (15 — 3t — 3t,) = 15 — 6t,

= 15 — 6t, metros por segundo.

Ahora averiguaremos el valor de t, para el que la velocidad se hace cero:

v(te) =0 <= 15— t, =0 < ¢, =5 segundos

5
Por dltimo, calculemos la distancia que ha recorrido la particula al cabo de ¢, = 3 segundos.

5 5 5\ 75
s <2> =15 (2) -3 (2> =5 = 18, 75 metros.

Ejercicio
Dos particulas p; y p2 parten de un mismo punto en una recta y se mueven a lo largo de ella segin las ecuaciones
s1(t) =t2 —4t, y, so(t) = 3t — t?, donde s1 y s2 estdn en metros, y ¢ en segundos.

a. ;En qué tiempos tendran las dos particulas la misma velocidad?

b. Determine las velocidades de las particulas en los tiempos en que estdn en la misma posicién sobre la
recta.

2.1.2 La derivada de una funcién

En la resolucion de los dos problemas anteriores: el de trazar una recta tangente a una curva dada y el de
determinar la velocidad instantanea de una cierta particula, se obtuvo como resultado dos limites:

o) = Jim S e = i SR

Ambos limites tienen bésicamente la misma forma y son casos especificos de un tipo especial de limite que se
define a continuacién.
Il Definicion 1

Sea f una funcién real definida en un intervalo I C R. Sea x, € I

La derivada de f en el punto z,, denotada f'(z,), esel lim si este limite existe.

T—To r — X,
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Note que, la pendiente de la recta tangente a la grafica de la curva con ecuacién y = f(x) en el punto (z,, f(z,)),
es precisamente la derivada de f evaluada en x,.

También, si una particula se mueve a lo largo de una linea recta de acuerdo con la ecuacién de movimiento
s = f(t), puede observarse que v(t1) en la definicién de velocidad instantdnea de la particula en ¢;, es la
derivada de f respecto a t, evaluada en t.

Si en la definicién de derivada se sustituye  — x, por h, entonces h — 0 cuando z — z, y © =z, + h.

f(xo+h) — f(xo)
h
Si f/(x) existe para cada z en un intervalo I, (I C R), se dice que la funcién f es derivable en I; se escribe

J+h) — f(x)

Luego f'(x) = %Lrno , si este limite existe. La funcién f es derivable en z, si f'(z,) existe.

N s
fi(w) = Jim, h
Il Ejemplo 1

Utilizando la definicién de derivada de una funcién, determinar la derivada de cada una de las funciones cuyas
ecuaciones son:

1. f(x) =5x—3

Se debe calcular el lim

h—0

flz+h) - f(z)
h

La expresién f(z + h) indica que la funcién f debe evaluarse en (z + h). Asi, f(x +h) =5(z + h) — 3.

Luego:
_ fl@+h)— [fz)

o) —
(@) = Jlim h
_ m5(x+h)—3f(5x73)
h—0 h

. Sxr+>5h—3—-5x+3
= lim

h—0 h
i
a0 h

/ — s —
f'(x) = lim5=35

Por tanto, si f(x) = 5z — 3 entonces f'(x) = 5.

2. f(a:):%,méO
En este caso f(z +h) = ﬁ
Luego:
#(z) = lim w

h—0 h
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_ 3x? — 32% — 6zh — 3h?

h—0 ha?(x + h)?
~ lim —3h(2z + h)
~ h=0 ha?(x + h)2

—3(2x + h)

= lim ———=

h—0 22(x + h)?

—6x —6

x2 . p2 3

Si f(x) = % entonces f'(z) = ——.

3. g(u) = (2u+1)?
En este caso g(u+ h) = [2(u + h) + 1]?
Luego:
iy g 9wt ) —g(u)
0= 0
_ [2(u+h) +1)2 — (2u+1)?
o hli% h
gt Ru+h)+1+QCu+1)2(u+h)+1—(2u+1)
=l h

. (2u+2h+142u+1)2u+2h+1—-2u—-1)
= h

oy, (dut 24 2)(2h)
h—0 h

= lim 2(4u + 2h + 2)
h—0
g (u)=2(4u+0+2)=8u+4

Si g(u) = (2u+ 1)? entonces ¢'(u) = 8u + 4.

Ejercicios
Determine, utilizando la definicién de derivada, la derivada de cada una de las funciones cuyas ecuaciones son:

LofO)=vi+i, t>-1
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2. f(z)=a%+222 -4

3y
3. =7 )
9(y) U2 Y #

2.1.3 Notaciones para la derivada de una funcién

Si f es una funcién derivable en un intervalo I, (I C R), el proceso por medio del cual se obtiene f'(z), da
origen a una nueva funciéon que recibe el nombre de funcién derivada.
El dominio de f'(x) estd formado por todos los ntimeros del dominio de f para los que exista f'(x).

1
NG

Siy = f(z), con f una funcién derivable, entonces la derivada de f puede denotarse por:

Por ejemplo, si f(z) = +/z con z > 0 entonces f'(z) = estd definida unicamente para z > 0.

a.) D, f(x) que se lee: derivada de f(z) respecto a x.
b.) D,y que se lee: derivada de “y” respecto a x.

c.) ¥ que se lee: “y prima”.

2.1.4 Continuidad y derivabilidad

En el capitulo anterior se estudiaron las condiciones para que una funcién fuera continua en un punto. También
se determiné la continuidad en un intervalo, que puede asociarse con la representacion grafica de una curva que
no tiene “brincos” o “saltos bruscos”.

Vamos ahora a relacionar la continuidad con la derivabilidad de una funcién f en un punto x,, por medio del
siguiente teorema.

Il Teorema 1

Si una funcién f es derivable en un punto z,, entonces f es continua en x,.

Prueba: Al final del capitulo.

El reciproco de este teorema no es cierto. Es decir, el hecho de que una funcién sea continua en un punto no
implica que sea derivable en él.

Antes de estudiar algunos ejemplos, necesitamos conocer las siguientes definiciones sobre derivadas laterales.

Il Definiciéon 1

Si f es una funcién continua definida en = = z,, entonces:
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1. La derivada por la derecha, que se denota f! (z,), se define por la igualdad: f! (z,) = lim+ M,
T—To T — To
siempre que el limite exista.
. o , : o o f@) = fxo)
2. La derivada por la izquierda, denotada f’ (), se define por la igualdad: f’ (z,) = lim P ,

siempre que el limite exista.

Como consecuencia de la definicién de derivada, se tiene que f'(z,) existe si y solo si existen las derivadas
laterales y ambas son iguales.

Ast: f'(x,) existe <= fi(zo) = fL(x0)
Il Ejemplo 1

rz+1 si r<1

1. Consideremos la funcién f definida por: f(x) = { 43 s ow>1

Vamos a determinar si f es continua en 1y si f/(1) existe.

Para lo primero tenemos que:

a. f(1) existe pues f(1)=—-1+3=2

b. Como lir?Jr f(z)= lim (—z+3)=2,y hr{l, f(z) = lim (x4 1) =2 entonces lim f(z)=2.

rz—1t r—1— z—1t
Luego f es continua en = 1 pues lim1 flx) = f(1).
xr—

Para lo segundo determinaremos las derivadas laterales.

—ra —r4+3-2 (-1
o fL() = tim L@ Sy ks Zlem D)y
r—1+ rx—1 r—1+ r—1 z—1+ x—1 r—1+
—fa 1-2 1
b fL(1) = tim LB ZIM oy rl=2 g el
z—1— z—1 z—1- x—1 z—1-x — 1

Como f/ (1) # f.(1) entonces f’(1) no existe.
Luego, se ha comprobado que aunque f es continua en x = 1 se tiene que f no es derivable en x = 1.

La representacion grafica de la funcién es la siguiente:

SN

Figura 2.8: Funcién no derivable en z =1
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Note que en x = 1 la gréfica de f tiene un “pico”, siendo precisamente en z = 1 donde no es derivable
la funcién.

2 .
x si x>0

. Sea f la funcién con ecuacién: = .
Sea f la funcién con ecuacién: f(x) {\/—73051 2 <0
Determinemos si f/(0) existe y si f es continua en & = 0.

Calculemos las derivadas laterales:

- flx) — £(0) 20 .
! — — — —
& f+ (0) N Ili>r(r)1+ Tr — wli%l"' z—0 wli%l"' o 0.
b f(0) = tim L@ SO VEES0 VYRR e
x—0— r—0 z—0— X z—0— X \/ —X x—0— T/ —2X
lim —— = —
x—0~ —X

Luego f/ (0) # f.(0) por lo que f no es derivable en x = 0.

Probemos ahora si f es continua en x = 0:

a. f(0) existe pues f(0) =0; f(0)=+/—0=+0=0.

b. lim f(z) = 1im+x2 =0y lim f(z)= lim v—z=0.
r—0~

z—0t z—0 z—0—

Entonces f es continua pero no es derivable en z = 0.

La representacion grafica de la funcion es la siguiente:

A
10
8
6
4
2
A -
>
-4 -2 2 4

Figura 2.9: Funcién continua pero no derivable en z = 0

Note que la grafica tiene una tangente vertical en (0, 0).

El hecho de que f no sea derivable en cero, estd relacionado con el hecho de que una recta vertical no
tiene pendiente.
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2 .
3. Sea f la funcién con ecuacién: f(z) = { % :i z i ;

Determinemos si esta funcién es continua y derivable en x = 2. Se tiene que f(2) existe pues f(2) =

V2-2=+0=0.

Como

li = lim Vo -2 =0y li =l 2-4) =0

A @) = g v Vg s =ty @)

Entonces lim2 f(x) existe y ademds 111112 f(x) = f(2), por lo que f es una funcién continua en x = 2.

Estudiemos ahora las derivadas laterales:

F@)-f@) L VET2-0 . VEed ]

! — 3 — . — —
& f+(2) 71‘1i>1121+ x—2 o r—2t xr—2 o zliglJr T —2 o zli>HQl+ Vo —2 = oo
— f(2 24— -2 2
b f(2)= tim L =S@ 272420 @22EED) gy 4
z—2— T — 2 z—2- T —2 z—2— xr— 2 T—2—

Como f/ (2) # f.(2) entonces f’(2) no existe.
Nuevamente, aunque una funcién sea continua en un punto esto no garantiza que sea derivable en él.

La representacion grafica de esta funcién es la siguiente:

A Tangente en x = 2

Figura 2.10: Gréfica de f(x)

Note que nuevamente la recta tangente a la curva en £ = 2 es una linea vertical.

Ejercicios

Para cada una de las funciones cuyas ecuaciones son:
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-1 si <0
1. f(z) = o =0
z—1 si >0

2. flx)=|z—-3|, z,=3

a. Determine si f es continua en z,.

b. Halle fi (x,) y f.(z,).
c. Determine si f es derivable en z,.

d. Haga la representacion grafica.

2.1.5 Teoremas sobre derivadas

Aunque dada la ecuacién de una funcién es posible obtener su respectiva funcién derivada utilizando la definicién,
para algunas funciones este procedimiento resulta sumamente tedioso. Surge entonces la necesidad de simplificar
este proceso, lo cual puede lograrse al estudiar los teoremas sobre derivadas.

Il Teorema 1

La derivada de una funcién constante es cero.

Prueba:
Ejercicio para el estudiante.

Il Ejemplo 1

1. Si f(z) = 8 entonces f'(z) = 0.

2. Si f(z) = 5v/2 entonces f'(z) = 0.

3. Si f(x) = 5+4\/§ entonces f'(x) = 0.

Il Teorema 2

Si f(x) = x entonces f es derivable sobre R y D, f(z) = D,z =1.

Prueba:
Ejercicio para el estudiante.

Il Ejemplo 2
1. Dyy =1
2. D,n =1

3. Dyt =1
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Il Teorema 3

Si f(xz) =2™ conn € Q y x pertenece al conjunto A en el que z™

en A y Dya™ = na L

Prueba:
Al final del capitulo.

Il Ejemplo 3

1. Si f(x) = 2% entonces f'(z) = 222! = 221 = 2u.

2. Si f(z) = 2° entonces f’(z) = 52°~! = 5z,
3. D, (:L"3) =331 =_3;74

4. Dy (&) = Dya™ = —ba~C.

Il Teorema 4

esta bien definida, entonces f es derivable

Si la funcién f es derivable sobre un intervalo K y ¢ es un numero real, entonces la funcién g para la que

g(x) = ¢ f(x) es derivable sobre K, ademds D.[c f(x)] = ¢ D, f(x).

Prueba:

Ejercicio para el estudiante utilizando la definiciéon de derivada de una funcién.

Este teorema afirma que la derivada del producto de una constante por una funcién derivable, es igual al pro-

ducto de la constante por la derivada de la funcion.

Il Ejemplo 4

—_
—~

. Si f(z) = 5z entonces f'(x) =5 D,z =5-1=5.

2. Si f(xr) = —22% entonces f'(z) = —2 D,a® = —2(32?) = —62°%.

2 2 1 1
:7D:E = = — = .
ﬁ) YTTaE T T

— - 1
4. D, ( 537_3) 0 g 1

4 4ot
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Il Teorema 5

Si f y ¢ son dos funciones derivables sobre un intervalo K, entonces la funcion h = f + ¢ es derivable sobre
K y ademéds D.[f(x) + g(z)] = D.f(x) + Dyg(x), para xz € K.

Prueba:
Al final del capitulo.

Se tiene entonces que la derivada de una suma de dos funciones es igual a la suma de las derivadas de cada una
de las funciones.
También:
Dy[fi(2) + f2(z) + fs(x) + ... + fu(@)] = Dufi(2) + Dg fo(2) + Do f3(2) + ... + Dy fu()
donde f1, fa,..., fn son funciones derivables sobre un intervalo K.
Il Ejemplo 5
1. Dy[23 + 27 = Dya® + Dya” = 322 + 7aS.

7 1
2. DI[2x% +a7 1= DIQx% + Dyl = 2Dwx% + Dz =2 5:10% —x 2 =TVad — —-
x

. . 1 - 1
3. D[z + 223 + ba] = Dyad + D22 + Dybr = a5 +2-32% +5-1= —— + 622 + 5.
3 332

Si f y g son funciones derivables sobre un intervalo K entonces la funcién f — g es derivable sobre K, y
ademds para cualquier x € K se tiene que D,[f(z) — g(z)] = Dy f(z) — Dyg(x).

Il Ejemplo 6

1. D,[522 — 5] = D,52% — D5 = 10z — 0 = 10z.

3 2 1
2. D, [ 5+ \/E} =Dy[3a ' =222 +27) =322 +4a 3 + ix—%

T
Il Teorema 6

Si f y g son funciones derivables sobre un intervalo K entonces la funcion H = f - g es derivable sobre K, y
ademds para cualquier x € K se tiene que D, [f(z) - g(z)] = f(x)Dyg(x) + g(x)D,f(x).

Prueba:

Al final del capitulo.

Puede decirse que la derivada del producto de dos funciones, es igual al producto de la primera funcién por la
derivada de la segunda, mas el producto de la segunda funcién por la derivada de la primera.

Il Ejemplo 7
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1. D [x(222 + 2)] = J2D,(22% + x) + (222 + 2) D, Yz = Yr(dr + 1) + (222 + x)%

2. D,[(42® — 52% 4+ 6) (/7 + 22)] = (42® — 52* + 6) D, (VT + 27) + (Vx + 22) D, (42> — 52 + 6) =

(42° — 52% + 6) (2\1/5 + 2> + (V& + 22)(122% — 10z + 0).

3. D,[(ax® — ba® + ¢) (5273 + kx)], con a, b, ¢, k constantes.
= (az® — bx* + ¢)D, (5272 + kx) + (527> + ka) D, (az® — ba* + ¢)

= (ax3 — bz? + ¢)(=1527* + k) + (5273 + kx)(3ax? — 2bx).

Il Teorema 7

es derivable

)

Si f y g son dos funciones derivables y si g(x) # 0 sobre un intervalo K entonces la funcién h =

f(x)> _ 9@)Duf(x) ~ [(@)D,
9() g@)?

!
g
(z

sobre K, y ademds para cualquier x € K y se tiene que D, (

Prueba:
Al final del capitulo.

Puede decirse que la derivada del cociente de dos funciones es igual al denominador multiplicado por la derivada
del numerador, menos el numerador multiplicado por la derivada del denominador, todo dividido por el cuadrado
del denominador.

Il Ejemplo 8

5r2 —x +1
1. D, (22 T2
( x3 4 422 )
(23 4+ 42?)D, (522 — v + 1) — (52? — 2 + 1) D, (23 + 422)
[#3 + 422]?

(23 +42?)(10z — 1 + 0) — (52? — z + 1)(32* + 8x)
[x3 + 422]?

10z* — 23 4+ 4023 — 422 — 152* — 4023 + 323 + 822 — 322 — 8z
[x3 + 422]?

—5xt + 223 + 2% — 82
= P conz #0, x# —4
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2. Dx(ﬁ+5>

422 +2

(422 4+ 2)D (v +5) — (v/* + 5) D, (42% + 2)
[4z2 4 2)2

(422 + 2) (ﬁ) — (V& +5)(8z)
[422 + 22

222 +1—/z-8x(y/xT+5)
N Va(da? +2)2

222 +1—8x(x + 5/x)
B Vo (4z? + 2)?

~1—62% — 40z\/x
 Vo(4x2 4 2)2

conz >0

9 (Yz—2)-2—2z(ka™
8. 0 (3255) <w—w( )
72\3/5—4—%$%
T
6z —12-2¢a
S 3 —2)?

49T — 12
=3 _2° con x # 8

2.1.6  Derivada de una funcién compuesta (Regla de la cadena)

3w = 52% + 8 entonces puede escribirse “y” como y = (522 + 8)3.

Si consideramos las ecuaciones y = u
En igual forma, si y = \/u, u = 422 + 5z + 2 entonces puede expresarse “y” como y = v/422 + 5z + 2.
En general, si y = f(u), u = g(x) entonces y = f(g(x)).

Las ecuaciones anteriores dan en forma explicita las siguientes funciones:

f=Awy)/y=fu)}

9=A{(z,u)/ u=yg(x)}

h={(z,y)/ y= flg9(x))}
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La funcién h para la cual h = f(g(z)) recibe el nombre de funcién compuesta y se escribe h = (fog)(x) =

f(g(x)).

Observe que los elementos del dominio de & son los 2 que pertenecen al dominio de la funcién g, tales que g(x)
pertenezca al dominio de f.

Tlustraremos lo anterior con el siguiente diagrama:

h=fog

Figura 2.11: Dominio de una funcién compuesta

Otros ejemplos de funciones compuestas son:

1. h(z) = V/6x —4 = f(g9(x)) donde f(z) = ¥z y g(x) =6z —4

2. h(z) = 3"t = f(g(z)) donde f(z) =e* y g(x) =322 +1

Determinaremos ahora la derivada de una funcién compuesta.
Il Teorema 1

Si la funcién g = {(z,y)/ y = g(x)} es derivable sobre un intervalo Sy y si la funcién f = {(u,y)/ v = f(u)}
es derivable sobre un intervalo Sy tal que Sz = {g(z)/ = € S2}, entonces la funcién compuesta

f(9) ={(z,y)/ y = F(g(x))} es derivable sobre S1 y Dx[f(g(x))] = f'(g9(x)) - ¢'(x), paraz € 5.
Esta férmula recibe el nombre de Regla de la Cadena.

Demostracion:
Al final del capitulo.

Il Ejemplo 1

1. Dy[f(322 +1)] = f'(322 +1)- D,(322 + 1) = f' (322 + 1) - 62

1
9/T

conzx >0

2. Di[f(Va)l = f' (V) -
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Corolario:

Si la funcién g = {(z,u)/ u = g(x)} es derivable sobre un mtervalo Sy ysi[g(2)]P vy [g(z)]P~! estdn definidas
para z € Sy con So C S, (p € Q), entonces la funcién g* = {(z,y)/ y = [g(z)]’} es derivable sobre Sy y
ademds D,[g(x)?] = p(g(x))P~! - D,g(z), para z € Ss.

Este teorema es una aplicacion inmediata de la regla de la cadena en la forma D,y = D,y - D,u con
Y= Up, u = g(x) y Duy =p- upfl.

Il Ejemplo 2

1. D.(5z + 3)*
En este caso u = 5z + 3 por lo que
Dy[(5z + 3)]
= 4(5z + 3)3 - D, (5 + 3)
=4(5x +3)3-5

=20(5z + 3)°

2. D,[(3z* + 52% + 4)7?]
—2(3z* + 522 +4)73 - D, (3z* + 522 + 4)

—2(3z* + 522 +4)73 - (1223 + 10z)

3. D V522 +4
= D,(52% +4)2

(522 +4)7 - (10z + 0)

l\.’)M—l

5x
5x2 + 4

4. Dy v6xt + 722
= D, (6z" + 7a?)7

(62 + T22) T - (242° + 147)

pM»—‘
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o 122° 4 Tx

2{/(6z* + 722)

5. Dy b5z + V622 + 1

1 ( 12z >
= . 5+7
2V bhr + 622 +1 2v/6x2 + 1
1 5v6x2 + 1+ 6z
2V 52 + V622 + 1 V62 +1

Ejercicios:
Determine la derivada de las funciones con ecuaciones:

2z s/bx? +1
_— 2. =
)t =2

2.1.7 Diferenciales. Interpretacién geométrica

Incrementos

Estudiaremos este punto antes de definir el diferencial y dar su interpretacion geométrica.

fle+h) = fz)
h

Al dar la definicion de la derivada de una funcién f como el }lbim , se utilizé h para senalar un
—0

nimero distinto de cero tal que xz + h pertenece al dominio de f .

Graficamente se tiene la representacion de f y la recta tangente:

Y y =f(x)

flx+h)

flx)

Figura 2.12: Gréfica de f(z) y la recta tangente
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Puede decirse que h es la diferencia entre las abscisas de dos puntos de la grafica de f. Esta diferencia recibe
el nombre de incremento de x y se denota por Ax.

flz+Az) — f(z)
Ax

fle+h) - f(z)

Y , se obtiene

Para una funcién f, dada al sustituir o por Az en la expresiéon

de donde f'(z) = Ahmo flx+ AACU; - f(x)

W,

Siy = f(z) entonces el incremento en “y” correspondiente al incremento Ax de x, que se denota por Ay, estd
dado por f(zx + Az) — f(z).

Asi, Ay es el cambio en “y” debido al cambio Az en =x.

A + A - . z M 3
La razén A—y = f@ Aa: )~ f(z) recibe el nombre de razén promedio de cambio de f o de “y”, respecto a x,
x x
para el intervalo [z, x + Ax].

A Azx) —
La derivada: D,y = AhmO —Ay = Alim0 fz+ A:c )~ f(@) recibe el nombre de razén instantanea de cambio o
T— X r— X

simplemente razén de cambio de “y” o de f respecto a x.

Il Ejemplo 1
1. Siy =222 41 hallar Ay en términos de = y Az.

i. Determinar Ay para:

a.zr=1, Az =0.1
b. =10, Az =0.01

Solucién:
Ay = flz + Ax — f(x))
=2(z+ALz)?+1— (222 +1)
=2 +2x Az + (Ax)?)+1—-222 -1
=222 +4x AN x+2(Ax)? — 222
=dzx+2Az) ANz

a. Parax =1, Az = 0.1 se tiene que:

Ay=(4-14+2-0.1)0.1 =0.42

Puede decirse que existe un incremento de 0.42 en las ordenadas debido a un incremento de 0.1
en las abscisas.

b. Para z =10 y = = 0.01 se tiene que:
Ay =(4-10+2-0.01)0.01 = 4.002
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ii. Hallar la razén promedio de cambio de “y” respecto a x para el intervalo [2, 2.5] y para el intervalo
[2, 2.01].

Solucion:

w,

La razon promedio de cambio de “y” respecto a “z” estd dada por:
Dy _ fa+ da) - f(z)
Az Az

(dr+2A2) Az

= N de donde

A

A A
En el intervalo [2, 2.5] se tiene A—y =8+ 2(0.5) =9 yelintervalo [2, 2.01] se obtiene A—y =8+2(0.01) =8.02
x x

[{P %))

iii. Hallar la razén de cambio de “y” respecto a “x”. Determinar el valor de esta razén en 2 y en 4.

Solucion:

Wy [1Pee})

La razén de cambio de “y” respecto a “z” estda dada por:

. Ay :
Alggo Ax Alalnrgo (o +20w)=dz

En 2 esta razén instantinea es 8 y en 4 toma el valor de 12.

2. Demostrar que la razén de cambio del volumen de una esfera con respecto a su radio, es igual al area de
la superficie de la esfera.

Solucién:

4
El volumen de una esfera de radio r es V = §7rr3

La razén de cambio del volumen con respecto al radio estd dado por:

AV
Aggo Ar
. Vir+Ar)=V(r)
=1
Ar—0 Ar
— lim %71’(7’ + Ar)? — %7‘(7"3
Ar—0 AT‘
.4 32 Ar+3r(Ar)? + (Ar)2 =13
= lim —m-
Ar—0 3 Ar
.4 AT+ 3r Ar+ (Ar)?)
= lim —m-
Ar—0 3 Ar
= lim —7-[3r® +3r Ar+ (Ar)?]
Ar—0
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4
= §7r(37“2)

= 47r? expresién que corresponde precisamente al area de la superficie de la esfera.

Diferenciales

Sea f una funcién definida por y = f(x), derivable sobre un intervalo S.

Sea Az diferente de cero tal que Az + x pertenece al dominio de f y el punto (z + Az, f(z + Ax)) esté en la
grafica de f como se muestra en la siguiente figura:

y (Dx+x, y+Ay)

R AN V] A
’ T
Ay
[/ TS . L,
!
P Axodx
x Ax+x >

Figura 2.13: Gréfica de f(x)

Sabemos de la definicién de derivada que:

o) — 1 ) 1)

Az—0 ANz

si el limite existe

Ny

de donde para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que ‘A — f'(x)| < e siempre que 0 < | Az| < § o sea,
x

| Ay — f(x) Az < e Az siempre que 0 < | A z| < §.

Lo anterior significa que | Az — f/(z) A x| puede hacerse tan pequefio como se quiera, tomando | A z| suficien-
temente pequeno.

Luego, f'(xz) A x es tan buena aproximacién para el incremento | A y| como se desee, tomando | A x| suficien-
temente pequeno.

Il Definicion 1
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Si f es una funcién tal que f’(x) existe sobre un intervalo S y si Az es cualquier nimero distinto de cero, la
diferencia de f con respecto a x es igual f’(z) multiplicada por Axz. Esta diferencial se denota por d, f(z) de
tal forma que d, f(z) = f'(z) A .

Il Ejemplo 2

Si f(z) = 42% + 1 entonces d, f(x) = 8x A x.

Consideremos ahora una funcién compuesta compuesta h = f(g) donde y = f(x) x = g(t) siendo ¢ la variable

(AP

independiente final y “z” la variable intermedia. Luego y = h(t).
Aplicando la definicién anterior tanto a “y” como a “x” se obtiene: dyy = h'(t) At, dyx = ¢'(t) At.

Utilizando la regla de la cadena para derivar h respecto a ¢ se obtiene que h'(t) = f'(z)g’(¢).

Luego diy = W' (t) At = f'(x)g'(t) At = f'(x)dx, férmula que se escribe usualmente dy = f'(x)dx, y que se

[P [1Pee))

lee como la diferencial de “y” es igual a la derivada de “y” con respecto a “z”, multiplicada por la diferencial
de “2” donde dy, dx son diferenciales con respecto a la misma variable.

Il Definicion 2

Si una funcién f estd definida por y = f(z) entonces la diferencial de x, que se denota dz, estd dada por
dx = Az donde z es la variable independiente final, y ademds, la diferencial “y” es siempre: dy = f'(z)dz.
En la figura anterior es facil observar que dy es una mejor aproximacién de Ay conforme Ax se hace cada vez
maés pequena.

Il Ejemplo 3

1. Determinar Ay, dy, Ay —dy paray =22 — 3z, z = 2; Ax = 0.03

Solucion:

Consideremos f(z) =y = 2 — 3u.

Calculemos primero el incremento:

Ay = f(x + Ax) — f(z) = (x + Ax)? — 3(z + Az) — (22 — 32)

= Ay=2’+20Az+ (Az)> -3z -3 Ax—2*+3x

= ANy=2rANr+ (Ax)?-3Ax

= Ay=_2zx+ Az -3)Ax

Para z =2, Az =0.03; Ay = (4+0.03—3)(0.03) de donde Ay = 0.0309
Ahora calculemos la diferencial dy:

dy = f'(x)dx = (2z — 3)dx
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Luego para x = 2, Az = 0.03 se tiene que dy = (2-2 — 3)(0.03) = 0.03

Por dltimo Ay — dy = 0.0309 — 0.03 = 0.009.

. Utilizando diferenciales, calcular aproximadamente el valor de v/122.
Solucién:

Tomemos f(z) =y = Jx, x =125, doe = Az = —3.

Nos interesa determinar una aproximacién a y + Ay para z = 125 y dz = —3.

Para ello calculamos el diferencial de “y”:

[P %))

——dx; sustituyendo “a” por 125 y dx por —3 se obtiene que:
3V a2
-3 -1 -1 -1 -1

dy = = S
Y 3¢/(125)2  {/(125)2 /6 5% 25

Luego dy = —0.04, y = 5 = v/125

dy = f'(z)dx =

=—0.04

Asi aproximamos y + Ay para x = 125, de = Ax = -3 con y+dy =5 — 0.04 = 4.96

Luego v/122 = 4.96

. El lado de un cuadrado es igual a 5 cm. Hallar el incremento aproximado de su area si el lado aumenta
0.01 cm.

Solucién:
Sea A(x) =y = 2% donde z es el lado del cuadrado, A denota su 4rea.
Se desea determinar cuanto aumenta el area cuando la longitud del lado pasa de 5 cm a 5.01 cm.

Calculemos la diferencial de area:

Asi:

dA = f'(z)dx = 2zdx, donde x =5 y dz = 0.01
Luego:

dA =10(0.01) = 0.1 y aproximamos A + AA para z =5, dx = 0.01 con A+ dA =25+ 0.10 de donde
A+ dA = 25.10, area del nuevo cuadrado.

El incremento del area es de 0.1 cm?.

3

. Al calentar una esfera de radio R = 9 c¢m, su volumen aumenté 32.47 cm”. Hallar el alargamiento del

radio de la esfera.

Solucion:
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4
Sea f(R) =y = §7TR3 la ecuacion para el volumen de la esfera.

En este caso conocemos la diferencial del volumen de la esfera que est4 dada por dV = 32.41 cm3. Debe-
mos averiguar la diferencial o el incremento del radio, es decir dz = Az(dR = AR)

Como dV = f'(z)dR = 47 R*dR; dV = 32.4m;cm® y R =9 em entonces:
32.47 cm3 = 47(9 em)?dR y por tanto dR = 0.1 cm.

El radio de la esfera se alarg6 0.1 cm.

Ejercicios.
Resuelva los problemas siguientes:

1. Hallar el valor aproximado de (99)~!.

2. Sea u = f(z) y v = g(z), donde f y g son funciones derivables sobre un dominio comun. Exprese la
diferencial del producto uv en términos de las diferenciales de u y v.

3. Un paralelepipedo rectangular de 10cm de altura tiene por base un cuadrado cuyo lado es igual a 20cm.
(Cuanto aumentara el volumen del paralelepipedo si el lado de la base se alarga 0.02cm?

4. De cada cara de un bloque cibico de madera se saca una capa de 0.3cm de espesor. Si el bloque tenia
originalmente 7cm de arista, aproximadamente cuanto va a decrecer el volumen a causa del proceso?

Nota: A partir de la notacién diferencial se tiene que dy = f/'(z)dx por lo que se puede dividir por dx
d
obteniéndose por tanto que f'(z) = d—y
x
El usar el cociente de diferenciales para denotar la derivada de f se debe a Leibniz y se utiliza a veces al denotar
las derivadas de orden superior.

2.1.8 Derivadas de orden superior

Si f es una funcién diferenciable, es posible considerar su funcién derivada como:

f"={(z,y)/ y= D, f(x)} para z en el dominio M de f.

[l +h) = f(x)
h
funcién f que se denota por f”(x) o D2f(x), que equivale a D,[D,f(z)]. O sea, la segunda derivada de la

funcién f se obtiene derivando la primera derivada de la funcion.

se dice que existe la segunda derivada de la

Si para algunos valores x € M existe el %in})

Il Ejemplo 1



Derivadas de orden superior

1. Si f(z) = 523 + 622 — 5z + 1 entonces:
f'(x)=1522 +122 -5 y

f(x) = 30z + 12

2. Sig(x) = v ~t_—3a: entonces:
, x—1)2z +3) — (22 + 3z 22 —2r -3 .
g'(x) = ( I (;_)1)2( + 32) = e y derivando nuevamente
y r—1)2(22 —2) — (2% — 22 — 3)2(z — 1
g(x):( )~ ( )(x(1)4 )2(x — 1)
_ (x —1)[(z — 1)(2x — 2) — (2% — 22 — 3)]
(z —1)*
Por tanto ¢"(z) = ﬁ

[APee))
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Similarmente podemos decir que la derivada de D2 f(z) respecto a “z” es la tercera derivada de f respecto a

“z” que se denota D3 f(z) o f"'(z).

La derivada de la tercera derivada es la cuarta derivada D2 f(z) y asf podrfamos continuar sucesivamente hasta
la enésima derivada de f que se denota por D? f(x) o f(")(z). Generalmente se habla del orden de la derivada;
asi la primera derivada es la derivada de primer orden, la segunda es la de segundo orden, la enésima derivada

es la derivada de orden n.

Il Ejemplo 2

1. Determinar g”(x) si g(x) = Va2 + 2z + 3, donde D, = R.
Solucién:

Obtenemos primero ¢'(x)

, rz+1
g(@) =
vt +2x+3
Luego:
1/.1-2_1_2334_3_(x_|_1)&
g"(x) = CESTERE H2E3 ¢ g6 tiene que:
¢+ 2r +
2
9" (z) =

(22 4+ 2z +3)Va? 4+ 2z + 3

2. Determinar f(z) si f(z) = 225 — 425 +

Solucion:
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Se tiene que:

2 8 -
() = gxfg — gmg +1
—4 -5 24 _s
1 3 -
fria) = a4 2

Por dltimo:

20 == 192 _—is
" _ .3 _ 5
Fh@) =570 125"

3. Si y = /x determinar D7y.

En este caso debemos dar una forma general para la derivada de orden n, partiendo de las regularidades
que se presentan en las primeras derivadas que calculemos.

Asi:
’ 1 =
=—x
Y73
wo b1 ez
4 22
3 =s 3 —@s3-1
"o =
TR T
i  —15 =7 —15 —(a-1»
Yy =- = o4
16 2
» 105 —o 105 -—cs-1)
y = —_— = — 2
32 25
~1)"*t1.3.5-7-...-(2n—3) —cn-
y”:( ) on (2n )1: = paran > 2.
Ejercicios.
1

1. Obtener Djjw siw =

14 2u’

Una aplicacién de la segunda derivada

Anteriormente hemos estudiado que si s = s(¢t) nos indica la distancia de una particula al origen en un tiempo
t, entonces Dys(t) es la velocidad en el tiempo ¢.

Al calcular la derivada de la velocidad respecto al tiempo, es decir, al calcular D;v(t) se obtiene la aceleracién
instantdnea en el tiempo . Si denotamos esta aceleracién por a(t) se tiene que a(t) = D?s(t), es decir, la
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aceleracion es la segunda derivada de la distancia respecto al tiempo.

Il Ejemplo 3

32 . . . . . .
i con t > 0, la ecuacién que determina la distancia en el tiempo ¢ (en segundos) de una particula
al origen en un movimiento rectilineo. Determinar el tiempo, la distancia, y la velocidad en cada instante en
que la aceleracién es nula.

Sea s =

Solucién:
) 32 . )
Si s = ——— entonces la velocidad v esta dada por:
12+ ¢2
—64t 192t2 — 768 oy

o(t) = =v'(t)

E = §'(t) y la aceleracién es a =

(12 + 2 (12 +¢2)3

Averiguemos el tiempo en que la aceleracion se hace cero:
at) =0 <= 192> — 768 =0 < t? =4 < t=2

-1
Luego, la distancia recorrida cuando t = 2 es s = 2 metros y la velocidad en t =2 es v = 7m/seg.

Il Ejemplo 4

Siy = f(x) es la ecuacién de una curva, se sabe que f’(z) determina la pendiente de la recta tangente a la
grafica de f en un punto (z,y).

Se tiene que D2y es la razén de cambio de la pendiente de la recta tangente respecto a . Més adelante
utilizaremos la segunda derivada de una funcién para determinar los extremos relativos de una funcién y para
determinar la concavidad de la gréafica de una funcion.

Il Ejemplo 5

1. Determinar la pendiente de la recta tangente en cada punto de la grafica de la curva con ecuacién
y = x* + 2% — 322, en los que la razén de cambio de la pendiente es cero.

Solucién:
Se tiene que y' = 4> + 322 — 62 da la pendiente de la recta tangente a la curva.
Ademss ' = 122% 4 62 — 6 determina la razén de cambio de la pendiente.

Debemos averiguar los valores de x en los que esta razén de cambio es cero;

1
Entonces " =0 < 62z —1)(z+1) =0 < z = 56:10:1
1 . , 1 6 . / .
Luego, cuando = = 3 la pendiente es y' = 12 1 + 5~ 6 =0 y cuando x = —1 la pendiente 3y’ también

€S cero.
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2. Determinar la razén de cambio de la pendiente en (3,27) para la curva con ecuacién y = (2x — 3)3.

Solucién:
La razén de cambio de la pendiente estd dada por la segunda derivada de la funcién, asi:
D2y = D, (D,y) = D.[6(2z — 3)?] = 12(2z — 3) - 2 = 24(2z — 3)

En el punto con coordenadas (3,27) la razén de cambio de la pendiente es:
24(2-3—-3)=24(6 —3) =72

Luego D%y = 72 en (3,27).

2.1.9 Derivada de la funcién logaritmica

Vamos a estudiar la derivada de la funcién f definida por f(z) = log,z, donde z € RT y a € Rt tal que
0<a<léa>1

Il Teorema 1

Sia>0y a#1, ysi >0, entonces la funcién log, = {(z,y)/ y = log, x, = €]0,+00[} es derivable sobre su
1

dominio 10, 4+oc0[y D,log,z = —log,e, x > 0.
x

Demostracién:
Al final del capitulo.

Il Ejemplo 1

1
1. Dylogyx = —logye
x

1
2. Dylogix = —logie
2 €T 2

Il Teorema 2

Seaa > 0ya#1, silafuncién g = {(x,u)/ u = g(z)} es derivabley g(x) # 0 sobre un conjunto M, entonces la

(log, e)Dyu, x € M

1
funcién F' definida por F(z) = log, |g(x)|, x € M, es derivable sobre M y D, log, |u| = F(z) = log, |u| = —
u

Demostracién:
Al final del capitulo.

Il Ejemplo 2

1
1. D, logy(52% 4+ 1) = 2l log; e(10z) = ———
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1
2. DI10g2\/5:ﬁ 10g26'ﬁ: 9 5 >0
z+1
3. D, 1 —_
0g5<x2+3)
1 2+ 3
= - logse- —————— - (2? +3)°
2t T 11— (x4 1)(22)

I R e S TN
Tt )@ty B©

En particular si la base de los logaritmos es e entonces el log, x se denota por Inzx, y:

1 1 1
1. Dylnz=— log,e=—-1=—, esdecir D, lnm:%
T T T

2. Si g(z) es una funcién derivable con g(x) # 0 entonces:

1
D, In|g(x)| = —D,(g(x
lg(2)] e (9(x))
Il Ejemplo 3
1 1 1
1. D,1 =—D, =—.5==
n5zx s (5x) E 5 .
1
2. D,In(vVe+1+2)= —D, (Vx+1+z
(v i =S e )
! ( ! +1) _
= . ,33 — 1.
Ve+l4+z \2vz+1
1 21
3. Dmln2x:Dgg[lnx]2 =2[lnz]-Dy,Inz=2Inz-—= ne
x x
4. D,In*(2® 4+ 5) = D,[In(2® + 5)]*
_ 2 3
= 4[In(z” + 5)] 'm(%)
:8x-ln23(m2—|—5) s ER.
¢ +5
3 —12x -1 -1
. D,l 1) — 4] = = = .
5 Dalln@Be +1) —da] = 577 3110 U7 3

o2 (5 )

=D, (2[In(z +1)] ")

1
r+1

= 2[ln(z+1)]72-
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B 9
(4 1)In*(z + 1)

Ejercicios.

1. Siln50 = 3.912 calcule, utilizando diferenciales, un valor aproximado a tres decimales de In(50.4).

2.1.10 Derivada de la funcion exponencial

La funcién exponencial de base a, con ¢ >0 y a # 1, tiene como dominio R y como dmbito ]0, +oo].
En el teorema siguiente se dard la derivada de la funcién exponencial.

Il Teorema 1

D a* =a*Ina

Prueba: Al final del capitulo.
Il Ejemplo 1
1. D,2% =2%1n2

2. D4% =4%In4

3. D, 1 = 1 1111:_1r12
2 2 2 22
3\" 3\", 3

Observe que si la base de la funcién exponencial es e, entonces D e* = e Ine = e* -1 de donde D e* = e”.

Il Teorema 2

Sia>0, con a#1, ysi g={(x,y)/ y = g(x)} es derivable sobre M entonces la funcién compuesta
f(z) = a?® es derivable sobre M y D,a?®) = a9*) Ina D,g(z), para = € M.

Prueba:
Ejercicio al estudiante.

Igual que el caso anterior, si la base de la funcién exponencial es e, entonces Dyed®) = 9@ Ine D, g(x) de
donde D, e9*) = 9 D g(x).
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Il Ejemplo 2

1. D,25" = D2 . D5z = 2°7(In2) - 5 = 5(2°* In 2)

[\

. D,3@ D = p 36"+ . D (22 4 z) = 3" (In 3) (22 + 1)

1 47 In 4
3. DAVE = 4VTIn4 . — =
: "oz T oz

4. Dge® = e>* D, (22) = 22

5. D,e5"tl = 5edrtl

Ejercicios.

I Determine la derivada de cada una de la funciones siguientes:

1. f(z) = a?nr 4
2. g(z) =3 e’

43

3. h(t) = ——

0= o
2—-5¢"
4. =ln|{ ——
h(x) n<2+5e3$)

5. fla) = (w2 - e—wg) In(1+27%)

II 1. Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva con ecuacién y = 3 e~2% tal que sea paralela
a la recta con ecuacion x + y = 2.

. . - 1
2. Determinar la ecuacion de la recta tangente trazada a la curva con ecuaciéon y = e2® en el punto de
su intersecién con el eje Y.

3. La dependencia entre la cantidad = de sustancia obtenida en cierta reaccién quimica y el tiempo ¢
de reaccién se expresa por la ecuacion z = A(1 — e~*). Determinar la velocidad de reaccién.

2.1.11 Derivadas de la funciones trigonométricas

A continuacion se presentan las derivadas de las funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotangente,
secante y cosecante.

1. D,senx = cosx

Prueba: Al final del capitulo.
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Utilizando esta como guia, junto con el teorema sobre derivada de un cociente de funciones, se pueden
realizar las respectivas demostraciones sobre las derivadas de las funciones trigonométricas.

En general, aplicando la regla de la cadena para funciones compuestas, se cumple que D.[seng(z)] =
cos g(z) - Dyg(x).

Il Ejemplo 1

a. D,[sen6x] = cos6x - D,6x = 6 cos6x

cos /x
b. Dysen </z = cos vz - Dy J/x =
3v/ a2

D, [sen e®] = cose®® - Dye*® = cose?® - et . 4 = 4¢47 cos et”

& o

D, (sen*z) = D,[(senx)*] = 4(senx)? - cosz = 4sen® x cosx

Ejercicios.

Determine la primera derivada de cada una de las funciones con ecuaciones:

a. f(x) = sen(5a® — 222 + 4)

b. g(x) = sen (1?2)

2. Dycosz = —senx
Prueba: Ejercicio para el estudiante.

En general, si u = g(z) aplicando la regla de la cadena se tiene que D, [cosu] = —senwu - D,

Il Ejemplo 2

a. Dy[cos(8x3)] = —sen(8z3 - D, (823) = —2422 sen(8z?))
b. D, <COS (i) =D, lcos(3e ") =—sen(3e ) (3e - —1)=3e " sen(3 e ")

c¢. D(cos® x) = D,[(cosz)3] = 3(cosz)?(—senx) = —3 cos® x senx

Ejercicios.

Determine f/(z) si:

a. f(z) = cos Va2
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X

b. f(x) = cos <3x+1>

2n+1
2

c. f(x)=+/cosz, x € }mr,
d. f(x) =4 cos3”

7T|:, nez

3. Dytanz = sec’z, con x# (2n+1) 5, ne”Z
Prueba: Ejercicio para el estudiante.

En general, su u = g(x) entonces aplicando la regla de la cadena se obtiene que D, tanu = sec? u - Du.

Il Ejemplo 3
2 2 2 2 —2 —2 2
a. D, tan <> = sec? (> - D, (> = sec? (> . ( > =— sec? <), x#£0
x x x x x x x
P 1
b. D, tan(ln z) = sec*(In 2)D,In x = M, x>0
x
c. Dyvtanx = 1 sec’ x = ﬂ
o 2¢/tanzx 2¢/tanz
Ejercicios.
Determine f/(z) si
a. f(x) =etn®
b. f(x) = Vtan 2z
c. f(z)=tan3(22)
9 0
4. Dycotx] = —csc”x, x # 5 nE Z
Prueba: Ejercicio para el estudiante.
Siu = f(x), aplicando la derivada para la composicién de funciones se obtiene que D, (cot u) = — csc? u D, u.

Il Ejemplo 4

a. Dy(cot5x) = —csc? bx -5 = —5 csc? b
b. D, (cot®5z) = D,[(cot 52)] = 3(cot 5x)* - —csc? bx -5

2 —2(—csc? z)  2csc? x
c. D, = =
cotx (cot )2 (cot x)?
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Ejercicios.

Determine f'(x) si

5. D,(secx) =secx tanz, x#(?n—i—l)g, nez

Prueba: Ejercicio para el estudiante.

Si u = g(x), aplicando la regla de la cadena se obtiene que D, (secu) = secu tanu Dyu.

Il Ejemplo 5

a. Dg[sec(22%)] = sec(22?) tan(22%)D,(22%) = 4z sec(2z?) tan(2z?)

b. D, (e*¢") = e*°® secx tanx
2 2 2 2 -2 2 2
c. D, sec () = sec () tan () D, () = —5 sec () tan () x#0
T T x T T T T
Ejercicios.

Determine f'(x) si

a. f(x)=sec <2x4)

T

b. f(x) =secvz2+1

3z
e f(z) = sec 4z
6. Dylescx] = —cscx cotz, x #nm, n€ Z.

Prueba: Ejercicio para el estudiante

Si u = g(x), aplicando la regla de la cadena se obtiene que D, (cscu) = —cscu cotu Dyu.
Il Ejemplo 6
a. Dglesc(2 4 %)) = —cse(2 + 22) cot(2 + 22) Dy(2 4+ %) = —2x csc(2 + 22) cot(2 + 2?)
b. D_[csc(2%)] = —csc2” cot 2% D,2% = —csc2” cot2” In 2= —2x In 2 csc2” cot 2”
c. Dyln (cscz) = - (—cscx cotx) = —cotx

CSCx
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Ejercicios.

Determine f’(x) si

a. f(z) = ecsea”

b. f(a) = Yesew
c. f(m)zcot( 2 ) x# -1

r+1

2.1.12 Derivadas de las funciones inversas

Previo al estudio de las funciones trigonométricas inversas, es necesario determinar la derivada de la funcién
inversa de una funcién dada. Para ello consideremos el siguiente teorema.

Il Teorema 1
Sea f una funcién estrictamente creciente y continua en un intervalo [a,b] y ¢ la funcién inversa de f.

Si f/(x) existe y es diferente de cero para x €]a,b[, entonces la funcién derivada ¢'(y) también existe y no es
nula en el correspondiente “y” donde y = f(z).

1 1
Ademés se tiene que ¢'(y) = ——, osea D = —.
que g'(y) @) vI) = 5 @)
1
Note que si y = f(x) entonces x = g(y) corresponde a f~!(y), y D, f '(y) = Doy

Demostracién: Al final del capitulo
Il Ejemplo 1

Consideremos la funcién definida por:
f 110, +oo[—] = 3, +o0], f(x) =y =2® -3
Esta funcién posee funcién inversa definida por:

g :] —3,+OO[—>}0,+OO[, g(y) =Vvy+3
1
N

Se tiene que ¢'(y) =

Como

1 1 1

- 2vVx2 —3+3 - a2 2z

y =22 + 3 entonces ¢'(y)

, _ 1 _ 1
@)= 5.3 = P

Note que: V2 = || =z pues x €]0,+00]
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Il Ejemplo 2

Sea y = f(x) = 2? la ecuacién de una funcién definida en R tal que g(y) = ¢y =z, osea f~!(z)= ¥z

Se tiene que ¢'(y) = b y como y = 2 entonces
3/y?
) 1 1 1 1
o) = - ===
3/ (@32 3Vab 322 f'(x)
1
Ast: Dyx = —
" Dyy

El teorema anterior serd de gran utilidad cuando determinemos las derivadas de las funciones trigonométricas
inversas.

2.1.13 Las funciones trigonométricas inversas y sus derivadas

Conviene recordar que:

a. Siuna funcién es continua y estrictamente creciente (o decreciente) en un intervalo, entonces posee funcién
inversa la cual también es continua y estrictamente creciente (o decreciente).

b. Las funciones trigonométricas son peridédicas por lo que la correspondencia entre la variable independiente
y la dependiente no es uno a uno.

De aqui se tiene que la inversa de una funcién trigonométrica no es una funcién, es una relacién.

Sin embargo, si se restringe el dominio de una funcién trigonométrica se establece una relacién biunivoca
y la inversa de la funcién trigonométrica si es una funcién.

Funcién seno inverso

Al considerar la gréafica de la funcién seno:

\ -

S PN
w
—_—— =]y
v\\
=

Figura 2.14: Gréfica de la funcién seno

Se observa que en varios intervalos, por ejemplo:
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etc, la funcién seno es continua y estrictamente creciente, por lo que podria escogerse alguno de ellos para definir

cs . s . - .
la funcién inversa de la funcién seno. Usualmente se toma el intervalo {2, 2]. Luego, se define la funcién
Seno como:

F = {(Jc,y) tal que y =senxz, con x € [_277,7;} y € [—171]}

. , . . . . . -7 )
La funcién F' asi definida es continua y estrictamente creciente en el intervalo {2, —|, por lo que existe una

2
unica funcién, definida en el intervalo [—1, 1], llamada funcién seno inverso. Esta funcién, denotada arcsen, se
define como sigue:

-

f[-1,1]— [272} , f(z) = arcsenzx

|

)

ol 3

. -
Se tiene entonces que y = arcsenx <= x =seny, y € {2,

Luego, arcsen(r) con r € [—1,1], es el inico nimero t € [

NE

} para el cual sent = r.

0ol

Il Ejemplo 1

a. arcsen() = 0 pues sen( = 0.

b () 5 s s 5)

.arcsen | — | = — pues sen|— | =
V2 1 P 4

-1 -7 —T -1
c. arcsen 5 ) =3 pues sen 3 5

<\/§> ™ T V3
d. arcsen | — | = — pues sen— =

Sl

2 6 6 2

La representancion gréfica de la funcién seno y de la funcién arcoseno es la siguiente:

y = sen(x) Y y = acrsen(x)

=

——— ==y
oy - — - — —

Figura 2.15: Gréfica de la funcién seno y arcoseno
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Derivada de la funcién seno inverso

i
Como y = arcsenx <= x =seny, para y € [2, 2} , « € [—1,1], aplicando el teorema de la derivada de
una funcién inversa se tiene que:

1 1
D,(arcsenz) = ——— =
Dyseny  cosy
Como cos? y+sen? y =1, y cosy >0 para y € {_;’721 entonces cosy = \/1 —sen? y = /1 — 22 pues
T =seny.

1
V1—2a?

En general D, (arcsen f(z)) =

Luego: D, (arcsenz) = para z €] —1,1]

F@)
O A

Il Ejemplo 2
1 10z 1

1. D,(arcsenbz?) = ———— . D, (522) = —_—, 2| < —

( ) 1 — (5z2)? (5°) V1 — 2524 = V5
2. D, (arcsen /) ! D, (V) ! €]0, 1]

. D (arcsen /z) = ———"- r) = ————, = €0,
‘ 1- (Vo2 2/zVI—x
1 3 2

3. D,(arcsenz)® = 3(arcsenz)? - - 2o x, x €] —1,1]

1—22 1—2a2

Ejercicios.

Determine D h(x) si:

a. h(z) :arcsen< 22 )

z+1

b. h(z) = arcsen(2z? + 3)

Funcién coseno inverso

Como en la funcién seno, la funcién coseno es continua y estrictamente creciente en varios intervalos por ejemplo:
[—2m, —m], [0, 7], [27, 37], etc, por lo cual debe restringirse su dominio de tal forma que posea funcién inversa.

Sea entonces la funcién F' tal que:
F = {(x,y) tal que y = cosz, con z € [0,7], y € [-1,1]}

La funcién F' asi definida es continua y estrictamente decreciente en el intervalo [0, 7], por lo que posee funcién
inversa. Esta recibe el nombre de arco coseno, (o funcién coseno inverso), y se denota arccos.

Se define de la siguiente forma:

f:[-1,1 — [0,7], f(x) = arccosz
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Se tiene que y = arccosx <= x = cosy con y € [0, 7]

Luego, arccos(k) con k € [—1,1], es el dnico nimero « con « € [0, 7] para el que cosa = k.

Il Ejemplo 3
a. arccos(—1) =7 pues cosm = —1
b. arccos ;\/g _ o ues cos om _;\/§
' 2 |6 P 6)" 2

o

T T
-5 e o () -
c. arccos(0) 5 bues cos (o

q 1 . (7‘(‘)_1
. arccos 5) =3 pues cos 3) =3

La representacion grafica de la funcién coseno y la de la funcién arco coseno es la siguiente:

Y ¥
A =
y = cos(x) A n Y =acrcos(x)

oy

e

Y
R

Figura 2.16: Grafica de la funcién coseno y arcocoseno

Derivada de la funcién coseno inverso

Como y = arccosz <= 1z = cosy para y € [0,7], € [—1,1], aplicando el teorema de la derivada de la
funcién inversa se tiene que:
1 1 -1

D, (arccosz) = = =
o ) Dycosy —seny seny

Como cos? y+sen? y =1, yseny > 0 para y € [0, 7] entonces seny = \/1 —cos?2 y =+/1 — 22 pues z = cosy.

-1

Luego: D, (arccosx) =
1—2a?

con x €] —1,1]

-1

V1=[f(@)?

En general D, (arccos f(x)) = Dy f(x), f(x) €] — 1,1].

Il Ejemplo 4
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1. D, (arccos(3z)) = ———— - D.(3x)

-3
V1= (31)2 V1= 922
1 -1 1 1
2. D, (arccos ()) = - D, () = —— |z|>1
RA RTINS

3. Dy(arccos(e”)) = ———= e = ——, z €] —1,0]

Ejercicios.
Determine D, g(z) si:

a. g(z) = arccos(2z + 1)
b. g(x) = arccos <2x)

arccos xr

Funcién tangente inversa

. — . . . —T
Igual que en los dos casos anteriores, vamos a restringir el dominio de la funcién tangente al intervalo } 53 {,
en el que es continua y estrictamente creciente, por lo que posee funcién inversa.
Luego se define la funcién tangente como:
-7
G= {(x,y) tal que y = tanz, con x 6]2,2[, Yy E R}

Se define la funcién tangente inversa, también llamada arco tangente, y denotada arctan, como:

f:RH];, {, f(x) = arctanx

SR

- T
Se tiene que y = arctanx <= x = tany con y6]2,2[, zeR

. , -7
Luego, arctan(k) con k € R es el inico nimero « con o € } - [ para el que tana = k.

|

Il Ejemplo 5

_ T T
a. arctanl =7 pues tanf =1

b. arctan0 =0 pues tan0 =10

Sl

c. arctan (\%) = & pues tan(=") = (

)

Ademads:

. T .
lim arctanx = — pues lim tanx = 400
r——+0o0 2 PO el

2
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+
. -7 .
lim arctanx = 5 pues lim tanx = —o0
.

r——00
Tr—

2
La representacion grafica de la funcién tangente y la de la funcién arcotangente es la siguiente:

Yy Yy
A y

y = tan(x) y = arctan(x)

e i

NI

€« —_———— e — —

4
1
I
I
I
I
1
I
I
:
Sl
l
I
I
l
I
I
I
I
I
I
¥

Figura 2.17: Grafica de la funcién tangente y arcotangente

Derivada de la funciéon arcotangente

Como y = arctanz <= x = tany para y € };, g {, z € R, aplicando el teorema de la derivada de la

funcién inversa se tiene que:

11
Dytany  sec? y

D, (arctan x) =

Como tan? y+1= sec? Yy, y * = tany entonces sec? y=1+ z2 por lo que:

D, (arctanz) = T3.2 ° eR
1
En general D, (arctan f(z)) = ———= - D, f(x)
L+ [f(2)]?
Il Ejemplo 6
1 1522
3V _ 3y _
1. Dy (arctan(5z’)) = T e D, (5z°) = Trone © €R
2. D, (arctan(y/7)) ! ! ! >0
. Dg(arctan(yv/x)) = : = y &L
‘ 1+ (Vx)2 2y 2y/x(1+2)
3. D, (arctan(Inz)) L p.(n ) ! >0
. Dg(arctan(lnzx)) = ————5 - V() = ———————, @
1+ (In z)2 z(1+1n? )

Ejercicios.

Determine D h(z) si:
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-1
a. h(xz) = arctan <2xx+1>7 x # 5

2z
: = -1
b A(z) arctan(z + 1)’ T

c. h(z) = arctan <i) , ¢#0

Funcién cotangente inversa

Para definir la funcién inversa de la funcién cotangente, vamos a restringir el dominio de ésta al intervalo |0, 7|,
en el que es continua y estrictamente decreciente, por lo que posee funcién inversa.

Se define funcién cotangente como:
H = {(z,y) tal que y = cotz, con z €]0,x[, y € R}

La funcién cotangente inversa, llamada también arco cotangente y denotada “arccot”, se define como:

f:R —=]0,n, f(x)= arccotx

Por la definicién de la funcién arco cotangente se tiene que y = arccotz <= coty =z con y €]0,7[, z €R

Luego, arccot k con k € R es el dnico nimero o con « €]0, [ para el que cot v = k.

Il Ejemplo 7

a. arccot(1) = T pues cot (%) =1

b. arccot(0) = % pues cot (3) =0

SIE

c. arccot(v/3) = % pues cot (%) = V3
Ademas:
lim arccotz =07 pues lim cotz = 400
xr—-+00 r—0T

lim arccotx =7~ pues lim cotx = —o0
r——0Q xr—Tm

La representacién grafica de la funcién cotangente y la de la funcién arcocotangente es la siguiente:
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y

{ y =cot (x) y = arccot (x) {\

NP
P I
Y
K
/N:
Y

Figura 2.18: Grafica de la funcién cotangente y arcocotangente

Derivada de la funcion cotangente inversa

Como y = arccotx <= x = coty para y €]0,7[, z € R, aplicando el teorema de la derivada de la funcién
inversa se tiene que:

1 1 -1
.D t == = =
(arceot z) Dycoty  —csc2y  csc? y

Como cot? y +1 =csc? y, y © = coty entonces csc? y = 1 + z2 por lo que:

D, (arccot x) = 1_7_7, zeR
En general D, (arccot f(z)) = ﬁl(x)]? -D, f(x)
Il Ejemplo 8
1. D, (arccot(7y/x)) = 1 D, (TVx) = 777, x>0
14 (7/x)? 2y/z(1+ 49z)
2. D,(arccot? z) = 2 arccot x - T ;22 = _2laicigtm7 reR
3. D (arccot(e®)) = %, reR

Ejercicios.
Determine D, h(x) si:

2z
arccot x

b. h(xz) = Varccot z

a. h(z) =
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Funcién secante inversa

7| [ 0 ﬁ}
— ,—|, va que
B) 5| Yyad

en I la funcién secante es biunivoca y la derivada de la funcién inversa puede expresarse por medio de una sola

féormula.

Vamos a elegir como dominio de la funcién secante el intervalo I de donde I = l:—ﬂ',

La representacion grafica de la funcién secante en el intervalo senalado es el siguiente:

F - e e e e e e ==

NIE

= == —_-—-————_ -

Figura 2.19: Grafica de la funcion secante

< . . . . —7
Como puede observarse, la funcién secante es continua en I, siendo estrictamente decreciente en {w, 2} y

s
estrictamente creciente en [0, 5}

Existe por tanto la funcién secante inversa, llamada también arco secante y se denota arcsec, definida por:

}, f(x) = arcsecx

Por la definicién de funcién arcosecante se tiene que:

Y = arcsecr <= T =Ssecy = con y € [W,W] U [O,g}, x €] —o0,—1] U |1, +00]

ﬂ} U [O,g} tal que

Luego, arcsec(k) con k €] —oo,—1[ U ]1,400[ es el Gnico nimero a con « € |:—7T, 5

seca = k.

Il Ejemplo 9

a. arcsec <2> = E ues sec (E) = l
‘ ) 6P 6) " V3
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b. arcsec(—1) =7 pues sec(m) = —1

c. arcsec(2) = g pues sec (g) =2

La representacién grafica de la funcién arcosecante es la siguiente:

Figura 2.20: Gréfica de la funcién arcosecante

Note que:

. T .
lim arcsecx = — pues lim secx = 400
xr——+00 2 I—’%

lim arcsecx = —— pues lim secx = —o0
z——00 2 e
xr— P)

Derivada de la funcién secante inversa

_;] U {O, g}, x €] —o00,—1[ U ]1,+00], utilizando el

teorema de la derivada de la funcién inversa se obtiene que:

Como Y = arcsecr <— I = Ssecy con y < |:—7'('7

1 1

D, (arcsecx) = =
ol ) Dysecy  secy tany

Como tan? y =sec? y— 1, y tany > 0 cuando y € |:7T, ;} U {O, g}, entonces tany = /sec2 y—1 =
Vz2 —1 pues x =sec y

1
Luego D, (arcsecx) = ————, con |z| >1
1
En general, si u = f(z) con |f(x)| > 1 entonces D, (arcsecu) = T - Dyu
uvu? —

Il Ejemplo 10
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1 2 1
1. Dy(arcsec(2x)) = _— =

1 1 1 -1 -1
2. D, (arcsec ()) ——F—D,— = = , lzl <1
r 15— oty b1 /51

Ejercicios.
Determine D, h(z) si:

a. h(x) = arcsec/x

b. h(z) = arcsec(3z + 2)

Nota: La funcién secante inversa también suele definirse por la siguiente igualdad:

1
arcsec x = arccos ( con |z|>1
x

1
En este caso D, arcsec(x) = con |z| >1

Cjzva?—1

Se deja como ejercicio para el estudiante que compruebe esta igualdad.

Funcién cosecante inversa

-7 ™
Tomaremos como dominio de la funcién cosecante el intervalo I = {—w, 2} U [0, 5}, en el que la funcién

cosecante es biunivoca.

La representacion grafica de la funcién cosecante en el intervalo senalado es la siguiente:

y

s

-7 2
T

1

|

1

e

Figura 2.21: Grafica de la funcién cosecante
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. s . . . . -
Como puede observarse, la funcién cosecante es continua en I, siendo estrictamente creciente en {—w, 2} vy

m
estrictamente decreciente en [O, 5]

Existe por tanto la funcién cosecante inversa, llamada también arco cosecante y que se denota arccsc, definida
por:

™

fi]—o00,—1] U ]I, +o0[— [—77, _;T] U [0, 5}, f(z) = arcescx

Por la definicién de funcién arco cosecante se tiene que:

Y = arccscT <= I = Ccscy con y € {—W,_;} U [O,g}, x €] —o0,—1] U ]1,400]

} U [Qg} tal que

Luego, arccsc(k) con k €] —oo,—1[ U ]1,+00[ es el tinico nimero a con « € |:—7T, 5

csca = k.

Il Ejemplo 11

b. arcese(—1) = _777 pues csc (_7T) =-1

c. arcesc(v/2) :Z pues csc( )

-5 o
d. arccsc(—2) = Tﬂ pues csc () =

La representacién grafica de la funcion arcocosecante es la siguiente:

wly

Ju
m e ————

PP
1
1
U
o)y

Figura 2.22: Gréfica de la funcién arcocosecante
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Note que:

lim arccscz =07 pues lim cscx = +oo
T—+00 z—0+

lim arccscz = —7T pues lim cscx = —oo
T— —00 f——

Derivada de la funcién cosecante inversa

_271 U [O,g}, x €] —oo,—1[ U ]1,+o0[, utilizando el

teorema de la derivada de la funcién inversa se obtiene que:

Como y = arccscx < T = cscy para y € |:’/T,

D.( ) 1 1 -1
arccscx) = = =
* D, cscy —cscy coty  cscy coty

_;] U [0, g], entonces cot y = y/csc? y — 1 = a2 — 1

Como cot? Yy = csc? y—1, ycoty >0 paray € |:—7T,

pues x = cscy.

-1
Luego D, (arccscx) = ———, para |z| >1
-1
En general, si u = f(z) con |f(x)| > 1 entonces D, (arccscu) = T -Dyu
uvu? —
Il Ejemplo 12
-1 —2x -2
1. D,(arccsc (%)) = D, (z%) = = , x>1
( (=) x2\/(x)* =1 ( 2Vt -1 zval -1
2. D (arcesc(e”)) = —— - Dye* = ———= >0
. arcesc(e’)) = ————= "+ D,e" = = ,
‘ ere2r —1 er\e2r —1  e2e — 1

Ejercicios.

Determine D, h(x) si:
a. h(z) = arcesc(y/7)
2
b. h(x) = arccsc(;)
Nota:

La funcién cosecante inversa también suele definirse por la siguiente igualdad:

1
arccsc T = arcsen ( con |z| > 1.
x

Ademas D, arccscx = con |z| > 1, igualdad que debe comprobar el estudiante como ejercicio.

-1
|z|vVaz? —1

. 1
Verifiquemos que arccscx = arcsec —.
x
AICCSCT =Y <= CSCY =T <= —— =1 <= L =seny <= arcsen(l) =y
sen y x T

Luego arccsc z = arcsen (%), y se verifica la igualdad.
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2.1.14 Funciones paramétricas

En algunos casos la ecuacién de una funcién o de una relacién no estd dada en la forma y = f(x) o f(z,y) =0,
como en las igualdades y = 522 + 3z, o, 2% 4 y? = 4, sino que estd determinada por un par de ecuaciones en
términos de una misma variable.

Il Ejemplo 1

Consideremos las ecuaciones r =t2 —2t, y=t+1 con t € R.

Se tiene que a cada valor de ¢ le corresponde un punto (z,y) del plano, el conjunto de los cuales determina una
relacién R x R.

La siguiente tabla de valores:

t]4]-3|2]-1]0]1]2]3]|4]5
z 2415 8 | 3 15
yl3|2|-1]0|1]2[3[4][5]6

o
—
o
o
o

nos permite hacer la representacion grafica de la relacion de la siguiente manera:

2 -

Figura 2.23: Graficade x =12 —2t, y=t+1 con t €R

raya
En general, las ecuaciones z = ¢(t), y = h(t) con h y ¢ funciones continuas en un intervalo I, (I C R)
reciben el nombre de ecuaciones paramétricas o representaciéon paramétrica de una curva en el plano XY. La
grafica de las ecuaciones paramétricas estd dada por el conjunto de puntos del plano XY, que se obtiene cuando
t, que recibe el nombre de parametro, toma todos sus valores posibles en el dominio I.

La relacién que determinan las ecuaciones paramétricas, en general no es una funcién, como sucede en el ejemplo
anterior. Sin embargo, en algunos casos, la relacién dada si es una funcion.

Il Ejemplo 2

S t t 1 teR
ean r = — = — — con .
2 Y7

Obtenemos la siguiente tabla de valores:
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-5 |4 -3 |-2]|-1 1 213 |4
—5 —3 1 1 3
v |5 |25 |15 3 2
21 5 -3 -3 5
2 131 3 |05 [-1]5]0]3
La representacion grafica es la siguiente:
y

>
_2 | / 2 B

2

t t
Figura 2.24: Gréfica de x = 3 V=7 1 con teR

2

o t . . .
En este caso, al sustituir x = g MM Y= - 1 se obtiene que y = 22 — 1 que es la ecuacién de la pardbola
con el eje Y como el eje de simetria por lo que si es una funcién. Note que la ecuacién obtenida involucra

[1Pe))

Unicamente las variables “z” e “y”. Se dice entonces que el parametro ha sido eliminado.

En algunos casos, en la eliminaciéon del pardmetro se utiliza una o mas identidades trigonométricas como se
muestra a continuacién.

Il Ejemplo 3

Sea @ la relacién con representacion paramétrica x = 2 sent, y =2 cost con t € R.

Se tiene que Q = {(x,y) tal que x = 2 sent, y =2 cost, t € R}

Vamos a expresar la relacién @) utilizando tnicamente las variables “z” e “y” como sigue:
2% +y? = (2sent)? + (2cost)?

=4sen®t + 4cos?t

= 4(sen?t + cos?t) = 4

de donde 2% +3? = 4 es la ecuacién de una circunferencia con centro en (0,0) y radio 2. Luego ) no representa
una funcién y su representacion grafica es la siguiente:
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<

Y
®

Figura 2.25: Gréfica de x =2 sent, y =2 cost con t € R

@ puede expresarse entonces como:
Q = {(l‘,y)/ .’1,‘2 + y2 =4 e [_252]a Yy € [_272]}

Il Ejemplo 4
. . o 6
Sea ahora R la relacién con representacién paramétrica z = 2t, y = 7 °on t € R —{0}.

En este caso R = {(z,y)/ = = 2t, yzg teR, t#0}

[{P %)) [P

Para expresar £ en términos de “x” e “y”, se despeja t en alguna de las ecuaciones y se sustituye en la otra
como se muestra a continuacién:

. x 6 12
Siz =2t entoncest=—-, y y=— = —
2 B X
o 12 . . [ _—
Luego la ecuacién y = — para € R — {0}, tiene como representacién grafica la siguiente:
x

10

Figura 2.26: Gréfica de z = 2t, y = g con t € R —{0}
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Il Ejemplo 5

- , (z—3)? ¢ - g . _
Por 1ltimo verifiquemos que ————— 4+ = =1 es una ecuacién de la relacién determinada por las ecuaciones

paramétricas © = 3(1 —cos#) , y =2 send, con 6 € R.
Como z = 3(1 — cos#) entonces cosf =1 — g, y como y = 2 senf entonces senf = %

(z —3)°
9

2 2 A% T2 y?
Luego sen® 6 + cos” 0 = (7) +(1-2)% dedondelzz+

5 3 , que es la ecuacién de una elipse con

centro en (3,0).

Su representacion grafica es la siguiente:

-2

Figura 2.27: Gréfica de = 3(1 — cosf) , y =2 senf, con € R

Derivada de la funcién dada paramétricamente

El siguiente teorema nos proporciona las condiciones necesarias para obtener la derivada de una funcién dada
en forma paramétrica.

Il Teorema 1

Sean f y g funciones derivables en un intervalo |t1,t2]. Supongamos que f tiene una inversa derivable en ese
intervalo. Entonces en cada punto donde f’(t) # 0, las ecuaciones x = f(t), y = g(t) implican que existe una
g'(t) Dy
f't) D

funcién derivable F' tal que y = f(z), y ademds D,y =

Prueba: Al final del capitulo

Il Ejemplo 6
1. Determine D,y si a =e?, y=1+1t> con teR

Solucién:
Dy

Por el teorema anterior se tiene que D,y = )
tL

Luego:
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2t
Dyy =2t, Dyx=e' (' #0 paratodo t € R) porlo que Dyy = —
e
t2
. Determinar los puntos de la curva con ecuaciones x = P Yy = ] en los que que es cero la pen-
diente de la recta tangente a la curva.
Solucién:
Recuerde que la pendiente de la recta tangente estd dada por D,y.
—2t 1+ ¢ 2 +1
Como Dyx = ————, D;y = ———— entonces D,y =
t (t2 _ 1)2 y ) (t2 _ 1)2 zY o%n

La pendiente de la recta tangente es cero cuando D,y = 0, en este caso cuando t?> + 1 = 0; pero esta
igualdad no se cumple para ningiin valor real de t. Luego, no existe ningiin punto de la curva dada donde
la pendiente de la recta tangente sea cero.

. Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva con ecuaciones x = Bt, y = Ct—dt? cuandot =0
Solucién:

La ecuacién de la recta tangente esta dada por y = mx + b, donde m = D,y.

D C —2dt
Se tiene que D,y = D—ty =—5
tL

C C
—, porloquey=—=x+b

= S D,. =
Cuando t = 0 entonces D,y 5 B (%)

Cuando ¢ = 0 se obtiene z =0, y =0, y al sustituir en (%) se obtiene: b = 0.

Luego, la ecuacién de la recta tangente es: y = Ex

Derivadas de orden superior para una funcién dada en forma paramétrica

Siz y y estdn dadas en forma paramétrica entonces D2y puede expresarse como sigue:

Dt(Dacy)
D2y = D,(D,y) = ——=%~
2y (Day) Dix
Il Ejemplo 7
D ( 2t+sent )
2t t DD, t \ 6t24cos
Siz=2t3+sent, y=1t>—cost entonces D,y = ctasent y D2y = t(Day) _ teost

6t2 4 cost v Dz D, (2t3 + sent)

(6t2 +2) cost + 1 — 122 — 10 sent

(6t2 + cos t)?(6t2 + cost)
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En general, para obtener la enésima derivada, cuando las ecuaciones estan dadas en forma paramétrica, se aplica
la siguiente igualdad:

Dy(Dy'y)

Dy =
Y Diz

2.1.15 Funciones implicitas y su derivada

Al considerar la funcién con ecuacién f(x) = 3z — 522 + 1, es posible determinar f’(z) con los teoremas enun-
ciados anteriormente, ya que f es una funcién dada implicitamente en términos de la variable independiente x.

Sin embargo, existen funciones que no estan definidas en forma explicita, ejemplos de las cuales son las siguientes:
322y? — by + o =5, 2% —z=>5xy? —yt

[A99%2)

Estas ecuaciones no pueden ser resueltas explicitamente para “y” en términos de “x”. Se dice que la funcién f
estd definida implicitamente por las ecuaciones:

32%[f(2)]* = 5z[f(z)]? + 2 =5 y 2?2 —x =5z[f(2)]? — [f(x)]*, respectivamente.
Note que ambas expresiones son de la forma general f(z,y) = 0.
Interesa ahora determinar la derivada de una funcién dada en forma implicita.

Consideremos cada una de las ecuaciones anteriores:

a. 32%[f(2)]* = 5z[f (@)’ + = =5

Observe que 322[f(z)]? involucra un producto de funciones y que para derivar [f(z)]? se debe utilizar la
regla de la cadena.

Se tiene entonces derivando:
322 - 2[f(x)] - Dy f(x) + 62 [f(x)]* = [52 - 3[f(2)]* - Do f(2) +5[f(x)]’] +1=0
622 f(x) - Dy f () + 62[f (x)]* — 152[f(2)]* - Do f(x) = 5[f(x)]* +1 =10

Despejando D, f(x) se tiene que:

5(f ()] — 6x[f (=) — 1
622 f(x) — 152(f()]?

D,f(x)=
Sustituyendo “y” por f(x) se obtiene:

593 — 6xy? — 1

Dy =
4 622y — 15212
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b. 22 —x = 5z[f(x)]? — [f(z)]* derivando
20— 1= 52 2/(2) - Do f(2) + 51/ @) — AL () - Daf(z)
20— 1 = 102f(2) - Dy f(x) + 5[ () — AL )P Daf(a)

2z — 1= 5[f(2)]* = (102 f(z) — 4[f(2)]°) - Do f(2)

, _ 233_1—5[‘]6(3))]2
de donde f (l') T 10z f(x) — 4[f(x)]3

y sustituyendo y = f(x) se tiene:
2 — 1 — 5y
DIy = yl = 7?{%
102y — 4y

El proceso realizado en estos dos ejemplos recibe el nombre de derivacién implicita, y puede ser utilizado
unicamente bajo el supuesto de que la ecuacion dada especifica una funcién. En caso de que no sea asi, aunque
se realicen las operaciones, el resultado carece de sentido.

Por ejemplo, la ecuacién 22 +y% +9 = 0 no puede ser satisfecha por ningtin valor real de “z” y “y”. Al realizar

—x
el procedimiento anterior se obtiene que 2z 4+ 2y - D,y +0 =0 de donde D,y = —, férmula que parece tener

[{P %)) Wy

significado para “z” y “y” siempre que y # 0, aunque de hecho no puede existir derivada ya que la ecuacién
dada no especifica ninguna funcion f.

La derivacién implicita determina una férmula para D, f(x), que es vélida para toda funcién derivable f tal
que f(x) esté definida implicitamente por una ecuacién dada.

Il Ejemplo 1

1. Suponiendo que existe una funcién derivable f tal que f(z) estd definida implicitamente por la ecuacién
3 + 3 — 322 4+ 3y% =0, calcular D,y.

Solucién:

Derivando implicitamente se obtiene:
322 +3y? - Dyy — 62 +6y-Dyy =0
(3y? 4 6y) - Dyy = 62 — 322

6x — 3x2 72z7x2

D = =
4 32+ 6y  y24 2

Note que hemos trabajado como si y = f(x).

2. En cada caso determinar una ecuacién para la recta tangente y una ecuacién para la recta normal a la
grafica de la ecuacién dada en el punto P. Graficar la curva, la recta tangente y la recta normal.
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a. 22 +y* —4dx + 6y — 24 =0, P(1,3).

b. y* = 4ax; P(a,2a), a > 0.
Solucién:

a. Primero obtenemos D,y que nos da la pendiente de la recta tangente: 2x+2y-D,y—4+6-D,y—0 =0

T
de donde D,y =
W3

1
Evaluando D,y en P(1,3) se tiene que m; = 5

1 17
Luego y = —x +b. Sustituyendo (1,3) se obtiene que b = — por lo que la ecuacién de la recta

6 6
; ; 1 n 17
angente es y = —x + —.
g Y 6 6
La pendiente de la recta normal es my = —6 de donde la ecuacién de esta recta es: y = —6x + by;

sustituyendo nuevamente en (1,3) se obtiene que b; = 9.
La ecuacién de la recta normal es: y = —6x + 9.

La ecuacién 2 +y? — 4z + 6y — 24 = 0 puede escribirse como (z —2)2 + (y+3)? = 36 que representa
la ecuacién de una circunferencia con centro en (2, —3) y radio 6.

La representacion grafica de la curva y las rectas es la siguiente:

y

normal

tangente

Figura 2.28: Gréfica de 22 +y? — 42 +6y —24=0

2
b. Dada la ecuacién 32 = 4ax obtenemos D,y. como 2y - D,y = 4a entonces D,y = “a
. 2a
Evaluando en P(a,2a) se tiene que D,y = % = 1.
a

Luego, la pendiente de la recta tangente es mr = 1 y la ecuacién es y = z+b. Sustituyendo (a,2a) en
esta ecuacién se obtiene que b = a por lo que finalmente la ecuacién de la recta tangente es y = z+a.
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La pendiente de la recta normal es my = —1 y la respectiva ecuacién es: y = —x +b. Sustituyendo
(z,y) por (a,2a) se obtiene que b = 3a por lo que la ecuacién de la recta normal es y = —x + 3a.

La representacion grafica de la curva, las recta tangente y de la recta normal es la siguiente:

y

Normal A

\ Tangente
3

2a {3 4

/;\H

Figura 2.29: Gréfica de y? = 4ax

Ejercicios.

1. Probar que las rectas tangentes en el origen a las curvas con ecuaciones 4y — z2y — x + 5y = 0,
x* — 4y + 52 + y = 0, son perpendiculares entre si.

2. En cada caso:

w,

a. Determinar D,y en términos de “x” y “y” utilizando la derivacién implicita.

(39

b. Despejar “y” en términos de “x” y demostrar que cada solucién y su derivada satisfacen la ecuacion
obtenida en a.

iz?2—-22y=5
L2 2 2
1 x3 +y3 = a3, a constante.

ili 222 —3zy —4y°> =5

3. Determinar la ecuacién de la recta normal a la curva con ecuacién  — y = \/x + y en el punto (3,1).

Derivada de segundo orden para una funcién dada en forma implicita

Especificaremos en los ejemplos siguientes el procedimiento que se sigue para determinar D2y.

Il Ejemplo 2
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3

Sea la ecuacién x® — 2y + y® = 0, obtenemos primero D,y en la forma siguiente:

322 — (z- Doy +y) +3y? - Dy =0

— 322
de donde D,y = ¥ °C
3y —x

a2
ahora D2y = D,(D,y) = D, (y 5 >

3y2 —=x
D2y — 3Y° = 2)(Day — 62) — (y — 32%)(6yDyy — 1)
W (32 — )2

se sustituye D,y, v se obtiene:

2 2
(8 — @) (4522 — 62) — (y — 32%) (6y - 22 — 1)
(37— 2)?

Dy =
Simplificando:

D2y — 22y (27xy — 27(2% + y®) — 2)
o (8% — )

—4xy
D2y = "7

pero de la ecuacién original 2% 443 = 2y por lo que: 27Tzxy—27ry—2 = —2,

Il Ejemplo 3
Determinar D2y si ax? + 2xy + by? = 1
Primero calculamos D,y

2ax +2x - Dyy+2y+2by - D,y =0

—2ax —2y —ar—y

D,y = -
Y 22 4 2by x+ by
Luego:
—ax —vy

D2y = Dy(Dyy) = Dy | —2—Y

2y (Dy) < P )
D2y — (x +by)(—a — Dyy) — (—az —y)(1L + b- Dyy)

* (x4 by)?
D2y = (abx — x)Dyy — aby +y

ExmE

b—1)(z- Dy —
D2y = (a ()(j_ - )2y v) sustituyendo D,y se tiene:
€ Y

D2 _ (ab — 1) (!E 7Iafbiyy _ y)

2= >

(x4 by)

D2y — —(ab — 1)(ax? + 22y + by?)

* (x + by)?

—(ab—1)(1 1—ab

Dy = (a ) _ - 5 Dues az® + 2zy 4+ by® =1 en la ecuacion original.

’ (+by)* — (z+by)
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Ejercicios.

Determine D2y y exprese el resultado en la forma més simplificada posible.
a. 22 —2y%2 =4
b. x5 —|—y% =a3 acte.
c. %22 — a%y? = a?b? a cte, b cte.

2.1.16 Teorema de Rolle (o teorema sobre las raices de la derivada)

Il Teorema 1

Sea f una funcién que cumple las condiciones siguientes:
1. f es continua sobre un intervalo cerrado [a, b].

2. f es derivable sobre un intervalo abierto ]a, b].

Entonces existe por lo menos un ntimero real ¢ tal que a < ¢ <b y f'(¢c) =0. O sea f'(x) =0 para cierto
c entre a y b.

Interpretacion geométrica

Este teorema puede interpretarse geométricamente de la manera siguiente:

Figura 2.30: Interpretacién geométrica del Teorema de Rolle
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Si una curva continua interseca al eje X en (a,0) y (b,0) y tiene una recta tangente en cada uno de los puntos del
intervalo |a, b[, entonces existe por lo menos un punto de la curva en el que la recta tangente es paralela al eje X.

Graficamente se tiene:

Figura 2.31: Interpretacién geométrica del Teorema de Rolle

El teorema también es vélido para una funcién derivable que aunque en los extremos del intervalo [a,b] no
interseque al eje X, si tome valores iguales para a y b, es decir, f(a) = f(b).

y
A

Y
=

Es necesario que la funcién posea derivada en todos los puntos del intervalo, ya que aunque la funcion sea
continua en el intervalo, si no es derivable en algtin punto, puede suceder que no exista ningun valor ¢ para el
que f’(c) sea igual a cero.

Il Ejemplo 1

La funcién f con ecuaciéon f(x) = 2 + V22 es continua en el intervalo [—1,1] y ademds se cumple que

2
f(=1) = f(1), pero la derivada de f, f'(z) = BN no estd definida para z =0, (0 €] — 1,1]), y se tiene que
x

f'(z) no se hace cero en el intervalo dado.

La representacién gréafica de esta funcién en el intervalo [—1,1] es la siguiente:

Il Ejemplo 2
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2.

Figura 2.32: Gréfica de f(x) = 2 + V22

Para cada una de las funciones cuyas ecuaciones se dan a continuacion, verificar que se cumplen las condiciones
del teorema de Rolle en el intervalo indicado, y determinar un valor adecuado ¢ que satisfaga la conclusién de
este teorema:

1. f(z)=2%-3x+2; [1,2]
2. flx)=a%—-222 —2+2; [-1,2]

3. f(z) = 23+ 522 — 6x; [0,1] Ejercicio para el estudiante
4. f(x) = cos? x; [ZT, Z} Ejercicio para el estudiante

Solucién:

1. Por ser f una funcién polinomial es derivable y por lo tanto continua para todo z € R. se cumplen
entonces las dos primeras condiciones en el intervalo [1,2].

Ademds f(1) =0 y f(2) =0 por lo que la curva interseca al eje X y se cumple la tercera condicién.
Luego, debe existir por lo menos un nimero ¢ €]1,2[ tal que f'(z) = 0.

3 3
-, - €|1,2].
2’26}’[

3
Como f'(z)=2x—3 y f'(z) =0 siysolosixz= 3 entonces puede tomarse ¢ =

3

3
Luego en el punto (2, f (

2)) la recta tangente es paralela al eje X.
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<

1.5
iN_ _/? >

(3/2-1/4)

Figura 2.33: Gréfica de 2% — 3z + 2

2. De nuevo, f es una funcién polinomial y por tanto es derivable, y continua para toda x € R. En partic-
ular, en el intervalo [—1,2] se cumplen las dos primeras condiciones.

Ademds f(—1)=0 y f(2) =0 verificindose la tercera condicién.

Luego, el teorema es vélido en el intervalo [—1,2] y existe ¢ €] — 1,2[ tal que f'(c) = 0. Como

2+V7 2T

f'(z) = 32% — 4z — 1 entonces f'(z) = 0 si y solo si x = 3 °° 3

Note que ambos

valores pertenecen al intervalo | — 1,2[.

2+V7 —8-27V7 27 —116 — 267
3 27 Y 3 o7
diente cero y por tanto dicha recta es paralela al eje X.

Luego, en los puntos ) , la recta tangente tiene pen-

2.1.17 Teorema del valor medio para derivadas (Teorema de Lagrange)
Il Teorema 1

Sea f una funcién que cumple las propiedades siguientes:

1. Es continua sobre un intervalo cerrado [a, b].

2. Es derivable sobre un intervalo abierto ]a, b[.

Entonces existe por 1o menos un nimero ¢ tal que a <c<b y f/'(c) =
Prueba: Al final del capitulo

Este teorema se utiliza para demostrar varios teoremas tanto del calculo diferencial como del célculo integral.
En su demostracion se utilizara el teorema de Rolle.

Interpretacion geométrica
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El teorema del valor medio puede interpretarse geométricamente como sigue:

Consideremos la representacion gréafica de una curva continua f:

Q(b,f(c)

[ . .

Figura 2.34: Interpretacién geométrica del Teorema del Valor Medio

b) — f(a
La recta secante que une los puntos P(a, f(a)), Q(b, f(b)) tiene como pendiente m, = M Segtin
—a
el teorema del valor medio, debe existir algiin punto sobre la curva, localizado entre P y Q, en el que la recta
tangente sea paralela a la recta secante que pasa por P y Q; es decir, existe algin nimero ¢ €la,b[ tal que
f(b) — f(a)
Me = 4 C)= —]——"""—.
= o=

Il Ejemplo 1
Para cada funcién cuya ecuaciéon se da, verificar que se cumplen las condiciones del teorema del valor medio en
el intervalo dado, y determinar un valor adecuado ¢ que satisfaga la conclusién de este teorema:

1. f(x) =2+ 22 —x; [-2,1]

2. f(x) =v10 — 22; [-6,8]

1 3
3. =rx—-14+——; [=,3
fa) = -1+ 1y |39

L p) =" g

Solucion:

1. Por ser f una funcién polinomial, es derivable para toda = € R por lo que debe existir por lo menos un
nimero ¢ €] — 2,1[ tal que:

fO) - f(-2) _1-(-2)

1— (-2 5 !

f'(e) =

Ademids f'(z) = 322 + 2z — 1 por lo que f/(c) = 3c? + 2¢c — 1.
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-1 7 —1 =7
Como f’(c) =1 entonces 3c®> +2c—1=1 por lo que ¢ = %[ 0c= T\[
—1+7 11-5V7 —1 -7 1145V7

Luego en , y en ,
3 27 3 27

secante que pasa por los puntos (—2,—-2) y (1,1).

) la recta tangente es paralela a la recta

2. Como f es continua en el intervalo [—10, 10] y derivable en el intervalo | — 10,10[ cumplird ambas condi-

ciones en el intervalo [—6, 8] = [a, b].

Luego debe existir por lo menos un niimero ¢ €] — 6, 8] tal que

f(8)—f(=6) 6-8 -1

/ = = = —
) ==5=Z¢ 4 7
Como f'(z) = _755, entonces f'(c) = S por lo que f/(c) = o e
V10 — 22 100 — ¢2 7 V100 — ¢2
Resolviendo la ecuacién se obtiene que ¢ = V2 oc=—V2
Aunque ambos valores de ¢ pertenecen al intervalo | — 6, 8], se tiene que f'(x) = _7 Unicamente cuando

c=2.
Luego en P(v/2,7v/2) larecta tangente es paralela a la recta secante que pasa por los puntos (—6,8) y (8,6).

Gréficamente se tiene:

Figura 2.35: Gréfica de f(x) = V10 — 2?2

El anélisis de las otras funciones queda como ejercicio para el estudiante.

2.1.18 Teorema de Gauchy del valor medio (o extensién del teorema del valor

medio para derivadas)

Il Teorema 1

Sean f y ¢ dos funciones continuas sobre un intervalo cerrado [a, b] y derivables sobre el intervalo abierto ]a, b[.
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Si g(b) # g(a) y ¢'(x) # 0 para x €]a, b[, entonces existe un nimero ¢ €]a, b| tal que i =
)

Prueba: Al final del capitulo

Interpretacién geométrica

Considere la representacion grafica de una curva y = h(x), que tiene ecuaciones paramétricas z = g(t), y = f(t)
donde ¢ € [a, b].

Qb,fib))

P(a,f(a))

[N S W

d
'
'
'
'
'
'
'
'
!

a

Y
=

/

Figura 2.36: Interpretacién geométrica del Teorema de Gauchy

Utilizando la derivacién paramétrica se obtiene que la pendiente de la recta tangente a la curva en un determi-
nado valor estd dada por

L DS0) _fw
Y= D)~ g0)

Ademsds, la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos P(g(a), f(a)), Q(g(b), f(b)) estd dada por:

f(b) — fla
g9(b) —g(a
_ /
Por el teorema de Gauchy del valor intermedio, existe por lo menos un valor ¢ en ]a, b[ tal que: 1) — f(a) = f/ (c)
g(b) —g(a)  g'(c)

En este caso, hay dos valores de ¢ que satisfacen la conclusién del teorema y son t = ¢y, t = cs.

Il Ejemplo 1

En cada caso, determinar los valores ¢ €]a, b tales que satisfacen el teorema de Gauchy del valor medio.

1. f(IL') :xB’ g(x) :xza ]avb[:}O’Q[
2x - 1— a2

2. f(z) = T2 g(x) = T2 Ja,b[ =10,2]

Solucion:
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1. Las funciones f y g son continuas y derivables en el intervalo ]0,2[ por ser funciones polinomiales.

Ademds: ¢g(2) =4 y ¢(0) = 0 por lo que ¢g(2) # ¢g(0); ¢'(x) = 2z, y 2z es diferente de cero para
x €]0,2[. Como se cumplen todas las condiciones existe ¢ en ]0,2[ tal que:

Como f(2) =8, f(0)=0, f'(zr)=3z% y ¢'(x) =2z entonces sustituyendo en la expresién anterior:

8—0 3¢ 3

ypuri Q—CC de donde 2 = 5C v se obtiene que ¢ = 3

2. Las funciones f y g son continuas y derivables en el intervalo ]0,2[ pues ambas son el cociente de dos
polinomios P(x) y Q(x) donde Q(z) = 22 + 1 es diferente de cero para z en ]0,2[.

-3 —4
Ademids: ¢(2) = - v 9(0) =1 por lo que g(2) # ¢g(0); ¢'(z) = ﬁ, es diferente de cero para
x €]0,2[. Como se cumplen todas las condiciones del teorema de Gauchy del valor medio, existe ¢ en 0, 2|
tal que:
1)~ 10) _ £
9(2) —9(0)  g'(c)
4 2 -2 —4x
Como =—, f(0)=0, fl(z)=—rs, () = ———— entonces sustituyendo en la igual-
f2) = f0) f(z) e y 9'(x) 1) ¥ g
-4 2-2c
dad anterior se tiene: — = ¢ y 10c? = 6 por lo que |c| = \/§
3 —4c 5
3 . . . 3
Como ¢ = — 3 no pertenece al intervalo |0, 2[, el valor que satisface la conclusion del teorema es ¢ = R

que si pertenece al intervalo dado.

El teorema de Gauchy del valor sera utilizado en la demostracién de algunos teoremas que se refieren a la
regla de L’Hopital y que seran estudiados en el préximo apartado.

2.1.19 Regla de L’Hopital

Introduccién

La regla de L’Hopital es un método que se le atribuye al matematico francés Guillaume Francois de L’Hopital
(1661-1707). Este escribié el primer libro de cdlculo conteniendo su método, junto con J. Bernoulli. Fue publi-
cado en 1696.

Este método nos permite calcular ciertos limites que con los procedimientos estudiados anteriormente no era

posible resolver. Asi, al evaluar limites de la forma lim fgxi
z—a g(T

en algunos casos se podia aplicar el teorema para
el limite de un cociente:

lim f(x) _ limg o f(z)
z—a g(z)  limg_, g(x)

siempre que lim g(z) # 0
r—a
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Avn cuando lim,,, f(z) = 0 y lim, ., g(z) = 0, a veces es posible determinar lim féx; Por ejemplo el
z—a g(x
22 — 3z — 2 0 2 +1)(z — 2 2+1 5
}1_{1"12 % que es de la forma 0 puede escribirse como 11c1—>H12 ((;:—1))((;_2)) = }1_@2 ;j—2 =3
In(x—1)

Sin embargo, existen limites como lim en los que tanto el numerador como el denominador tienden

r—2 xXr —
a cero cuando x tiende a 2, para los que no hemos dado ningtin procedimiento que permita determinar su valor.

El siguiente teorema llamado Regla de L’Hopital proporciona el instrumento adecuado para la evaluacién de tal
tipo de limites.

Regla de L’Hoépital

Il Teorema 1

Sean f y ¢ funciones que satisfacen las condiciones del teorema de Gauchy en cierto intervalo [a,b] y tales
que f(a) = g(a) =0.

/ /
Entonces, si lim F@) existe , también existird lim M y ademas lim M = lim F@)
a—a g'(x) v—a g(x) a—a g(x)  a—a g'(z)
/
También, si lim f/ (2) = oo entonces lim M =0
z—a g (I) a—a g(x)

Demostracién Al final del capitulo.

Il Ejemplo 1

r _ ,—x

. € € - .
Calculemos el lim ——— utilizando el teorema anterior.
z—0 senw

0

0
Observe que e? —e® =1—-1=0, sen0 =0 por lo que se tiene la forma o

Luego:

T _omx(_q]
= lim e *(=1)
z—0 cos T
T —T 2
T
z—0 COST 1

Nota: Si f'(a) =0 y ¢'(a) =0 y las derivadas f'(z) y ¢'(z) satisfacen las condiciones que se especificaron
para las funciones f y g, segun la hipétesis de el teorema de la Regla de L’Hopital, entonces puede aplicarse
de nuevo la Regla de L’Hopital, obteniéndose que:

! 1
lim I'(@) = lim ! (m)
o (@) ae (o)

. . 0
Puede operarse asi sucesivamente siempre que se presente la forma o

Il Ejemplo 2
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Calculemos los limites siguientes:

. tanx —=x
1. lim —
z—0 T — Senx

0
Note que tan0 — 0 =0, 0—sen0 = 0; se presenta la forma 0 y puede aplicarse el teorema.

Luego:

tanz — x o oosec2 x—1

lim — = lim ————
z—0 r —senx z—0 1 —cosz

. 0 . .
aqui se presenta de nuevo la forma — por lo que es posible aplicar otra vez el teorema.

Entonces:

. tanx —=x
lim ——
z—0 r —senx

sec2 x—1

= lim
z—0 1 —cosx

. 2secx tanz secx
= lim
x—0 senx

2sec?x senw

1m
z—0 Senx - cosx

2sec? x 2-1

= lim =—=2.
z—0 COST
1= 0_1—
2. li ¢ form 0 = 0
y—0 2 0 0
. eY — . eV —1 0
= lim orma = —
.oeY e 1
=lim-—=—=—
y—0 2 2 2
N 0 s3n9 i : 0—s3en0_9
6—0 tan® 6 tan” 0 0
. 1—cosf
=lim ————
90 3tan® 6 sen? 6
. 1—cosf
= jm sen? @ 1
0=03- cos20 ~ cos?0
. cos?O(1 — cosb)
=lim ——m——=~
0—0 3(1 — cos?0)
cos* 1 1

:1' —.
60 3(1 +cosf) 3(1+1) 6
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Ejercicios:
Calcule los limites siguientes utilizando la Regla de L'Hopital.

0
Antes de aplicarla asegirese de tener la forma indeterminada o

Ll sen y
. lim
y—m T — Y
. senu
2
lim In(sen )
z—Z (’/T — 2$)2

xT T
.oa®—b
4. lim
x—0 x

Il Teorema 2

Sean f y g funciones derivables, (y por tanto continuas), en un intervalo [h,4+o0c[, donde h es una constante
positiva. Sea ¢'(x) # 0 para z € [h,+o0].

f'(=) f(z)

Si C,,Erfoof(x) =0,y IETOOQ(OC) =0 ysi $Eri1m 7 () = L entonces 1£I-sr-loo @) =L
!
Ademsés, si  lim f/(:v) = 400 entonces lim M = +00
z=+o0 g'(x) a—+o0 g(x)

Prueba: Al final del capitulo

0
Este teorema nos permite aplicar la regla de L’Hopital a limites en que se presenta la forma 0’ cuando

la variable independiente tiende hacia +oo. También puede aplicarse cuando = — infty y se tiene que
flx) =0, y g(z) = 0.

Il Ejemplo 3
Calculemos los siguientes limites utilizando el teorema anterior.

1. lim

. 1 2 9 (2
Cuando x — 400 se tiene que - - 0, y —— 0 porloquesen” | — ) — 0.
x x x

0 . .
Se presenta la forma 0 y podemos aplicar el teorema anterior.

Luego:
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1
= lim ® forma —
r—+00 Sen (%) 0
= lim a?
e o () 22
1 1 1

wgrfoo 4cos (2) ~ 4cos0 4

1
sen (= 0 0
2. lim (z)l forma _seny 2
z=+oo arctan (5) arctan0 0
1y -1
cos (=) =%
— hIJIrl (11> 2
=
1 2
cos (= 1
i ) 1+<>]:1
z—+00 1 T
3. 1 % f 0
im orma = -
100 g3 — eO—1 0
=2
= Hm = -1
2 2 2
— 1. —_— = = — = 2
:cﬂHEloo 6% el 1

Aplicacion de la Regla de L’Hopital a otras formas indeterminadas
La Regla de L’Hopital también se aplica en los casos en que un cociente presenta algunas de las formas siguientes:

+o00 -0 40 —
400 —o0’ —o00’ 400

Daremos a continuacién, sin demostracién, los teoremas que permiten evaluar tal tipo de limites.
Il Teorema 3

Sean f y ¢ funciones continuas y derivables para todos los valores en un intervalo abierto I, excepto cuando
r=a, (a€l).

Si para z # a se tiene que:
i. g'(x) #0
ii. lim f(z) =0

iii. lim g(z) = o0

Tr—a
!
iv. existe el lim ! (x) =
z—a g'(x)

f(x) f(z)

!
entonces también existe lim —— y ademas lim —— = lim (@) =k.
z—a g(x) z—a g(x) z—a g'(x)




Il Ejemplo 4
In(1 -2
Calcular lim In(1 = 22)
z—1i- tanmx

Observe que:

Regla de L’Hopital

1 1
ar— g :>x<5:>2x—1<0:>1—2x>0:>1—2x—>0+:>ln(1—2x)—>—oo.

1 T
b. T3 =>7rx—>7:>tan(7m:)—>+oo.

-0 . . .
Luego, se presenta la forma T por lo que puede aplicarse el teorema anterior como sigue:
00

y In(1 — 2x)

im —— =%/

a—is tanmx

T 1—-2x 20—

= IEI% m (Recuerde que sec 0= m)

2(m

— lim -2 (31052(27r x) forma -2 (1308 ff) _0
z—i- T ( - .Z‘) ﬂ’( - ) 0

— lim 4 w(cosm z)(senr x)
r—1_ —27

2

lim —2 (cosm x)(senm x) =0
n

T— 5~

In(1 -2
T ) B
a1 tanmT x

Il Teorema 4

Sean f y ¢ funciones derivables para toda x > h, donde h es una constante positiva.

Ademds, para x > h se cumple que ¢'(x) # 0 si:
Dl _ I _
i lim f() = +oo (0 lim_f(x) = —o0)

ii lim g(z)=40c0 (o lim g(z)= —00)

Tr— 400 T—+00

iii :UETOO 7 (@) =L
Entonces el lim M también existe y
Tr——+00 g(aj
!/
lim M: lim (@) =1L

r=too g(z) ~ »too gf(2)

El teorema también es valido cuando se sustituye z — 400 por z — —o0o

~
S~—"

!/
Ademas, si  lim (z = oo entonces lim M =00
Z—s 00 g’((p) >+ oo g(x)

79
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Il Ejemplo 5

Calcular los limites siguientes:

1. lim % forma: +°° pues e®¥ — +o0o cuando u — +oo (b > 0)
u——+oco %% “+00
- ugrfoc bebu =0
x —T
9 lim & ¢

Este limite puede escribirse también como:

(&

. +o0o
lim - que presenta la forma ——
z—+oo 3% — 1 +o00

luego:

wHHJPoo 3e* 0

Limites que presentan la forma “0 - c0”

Si=lim f(z) =0 y lim g(z) = oo entonces el = lim [f(x) g(z)] puede designarse por la forma 0- oo que no
r—a r—a r—a
coincide con ninguna de las expresiones en las que es posible aplicar la Regla de L’Hopital.

0
Sin embargo, es posible hacer transformaciones algebrdicas de manera que se obtengan las formas 0 o E7
00
como sigue:
1. = lim [f(z) g(z)] = @ y se tiene > cuando = — a
r—a —_— X
g(z)
0
2. = lim [f(x) g(x)] = @ y se tiene 0 cuando * — a
r—a —
g(z)

En estos dos casos si es posible aplicar los teoremas de la Regla de L’Hopital.

Il Ejemplo 6

Calcular los limites siguientes:
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1. = lim [2z In z]
z—0t

Como = — 07 entonces 2z — 07 yIn 2 — —o0

In(x)
1

2z

—00
Pero 2x In = puede escribirse como que presenta la forma = lo que nos permite aplicar la Regla
00

de L’Hopital como sigue:

1
lim [2z In 2] = lim ngx)
z—0+ z—0+ b

1
x
—1
22

lim
z—0t

lim —2x =0
z—0t

2. lim senz In x
z—0t

Note que si # — 0T entonces senz — 07 y In 2 — —oo pero senz Iln x puede escribirse como:

In = In z —00
— = que presenta la forma oo cuando z — 0T,
00

cscx
sen T
Luego:
. . In z
lim senz In £ = lim
x—0+ z—0+ CSC T
1
= lim —%—
z—0T —cscx cotx
. —sen?z
= lim —
z—0t X COST
. -1 . sen’z 0
= lim - lim forma —
z—0+ COST z—0+ 0
-1 . 2sen T cosT
=— . lim —=-1-0=0

1 z—0t 1

Por tanto: lim senz In £ =0

z—0t

3. lim (1—=z) tan <B>

rx—1— 2
. . s ™z
Este limite vuelve a presentar la forma forma 0 - co, sin embargo, la expresién (1 — x) tan (7> puede

también escribirse como:

(1 —x) sen (52)
cos ()

Luego, calculamos el limite como sigue:

0
que presenta la forma —, cuando x — 17.
0

lim (1—z) tan (%)

rz—1—
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— lim (1 —2) sen (%)

z—1- cos (755%)

(1—x)

lim sen (Ex) - lim

r—1— r—1~ COS (gil?)
=1 lim ———— _1ﬂ _
r—1— -5 Sen (5.')3) s

Otras formas indeterminadas
Si en el lim [f(x)]9®) se tiene que:
r—a

1. =lim f(z) =0 y = lim g(z) =0

r—a

2. = lim f(z) = o0 y:%img(x)z()

r—a —a

3. =1lim f(z) =1 y = lim g(z) = o0
r—a

T—a

0

entonces dicho limite presenta las formas 00, oc®, y 1% respectivamente.

Para calcular este tipo de limites se sigue el siguiente procedimiento:

Consideremos la igualdad y = [f(x)]9®), tomando logaritmo natural a ambos lados de ella se tiene: In y =
g(x)[In f(x)]. Note que en la expresién g(x)[In f(x)] presenta en todos los casos la forma 0 - co.

Los limites en que se presenta esta forma indeterminada fueron estudiados anteriormente.

Tenemos entonces que:

lim In y = lim g(z)[ln f(x)]

r—a

Como la funcién logaritmo es continua podemos escribir:

In{lim y] = Tim [g(z) In[f ()]
lim g(z)[In f(z)]

= Jimy=<""
lim g(z)[In f ()]
= lim [f(2)]7®) ="

r—a

Il Ejemplo 7

Utilizando el procedimiento descrito anteriormente, calculemos los siguientes limites:
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1
1. lim z=1
r—1+

Siz — 17 entonces — +00 por lo que se tiene la forma (1)+>°

Luego:
lim Inx
1 + -
lim z=-T = emﬂl r
r—1+

In z

1m
z—1+t x — 1
e

Note que el = lim

0
L presenta la forma o por lo que puede aplicarse la Regla de L’Hopital.
r—1T T —

Entonces:

1 tanx
2. lim <)
z—0t \ &

1
Si z — 07 entonces — — 400 y, tanx — 0 por lo que se tiene la forma (+00)°.
T

Luego:

lim
z—0t

T

1
tan lim [tan:c In ()}
(1) xz—0t X
=e

1
Note que lim [tanz In | — } presenta la forma 0 - 4o00. Este dltimo limite puede escribirse como:
x

z—0

- In (l) . In (l) 400 . .
lim —** = lim —*= que es ahora de la forma —— y al cual puede aplicarse la Regla de L’Hopital.
r—0t onz z—0t cotx —+00

Entonces:
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-1
. 2z T
lim -
z—0+ | —CSC T

=e
) sen’ z
lim
rz—0t x 0
=e forma —
0
. 2senzxcosx
lim —
rz—0t
= e pry eo == ]_
Por tanto:

1 tanx
lim () =1
z—0t \ T

ot

Se presenta la forma (07)°" por lo que:

lim (senzlnz)
lim (z)*"* = &S0
r—0+

1 1
El lim [senzlnz| es de la forma 0 - (—o0), que puede escribirse como lim BT el

z—0+ P
sen r

im , que es
z—0+ CSC X

ahora de la forma _7_;.0, y podemos por tanto aplicar la Regla de L’Hopital.
00

Luego:
Inz
im
. S z—0+ CSCX
lim ()*"% =e
z—0t
1
lim L

eaHoJr —cscxcotx

— sen2 x

lim

em~>0+ T CoST

Sen2 xT

lim - lim
ea:ﬂoJr COST z—0+ X

. 2senzx cosx

-1 lim ———
z—0t 1

=€ =€

senu\u -
4. lim ( )
u—0 u

Siu — 0 entonces

sen u o 1 .
—1lyu :——>+oop0rloquehm)
u u

2 =

w2
(wnu) es de la forma (1)T°°
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Luego:
2 lim {u_Q In (w)}
. senu\ % u—0 u
lim ( ) =
u—0 u

sen u

In (scnu)

u
u2

el lir% [u’z In ( )} es de la forma 0 - +00 y puede escribirse como lin% al cual puede apli-

carse la Regla de L’Hoépital pues es de la forma g

Entonces:
In (senu
o )
lim (SeHU) _ 0w
u—0 u
w_ ucosu—senu

lim | Senw u2

u—0 2u
=€

UCoOsSU — senu

m 2
u—0  2u®senu
—e forma 0

COSU —usenu — cosu

im 5
euHO 4usenu + 2u? cosu

—usenu

lim 5
eUHO dusenu + 2u® cosu

. —senu
lim 5
u—0 4senu + 2u2 cos u 0
—e forma —
0
. —cosu
lim
_ u—0dcosut2cosu—2usenu _ 1 1
e
Luego:

i (senu)u’z_ 1
ull{%) u - \6/5

Otra forma indeterminada

En algunos limites se presenta la forma (+00) — (+00) de la cual no se puede dar un resultado inmediato. Sin

0
embargo, mediante algunas transformaciones algebraicas es posible obtener la forma 5 y aplicar luego la Regla
de L’Hopital.

Il Ejemplo 8
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1. lim 2 1
z—1\xz?2 -1 x-—1

Consideramos dos casos:

a. Siz — 11 entonces z > 1 y 2?2 > 1 porloque x —1 — 0 y 22 =1 — 07 de donde
2

1
2o ey T

2 1
- - _ +
Luego (:132 T 1) — (400) — (+00) cuando z — 1

b.Sixz — 1~ entonces x < 1 y 22 < 1 porloquez—1— 0" y22—-1 — 0~ de donde
1

2
pran B s B

2 1
Luego (5521 b 1) — (+00) — (+00) cuando z — 1~

Note que en ambos casos se tiene (+00) — (+00)

Resolvemos el limite de la siguiente manera:

. 2 1 . 2 1
lim = lim —
a—1 |22 —-1 z-1 a—1 | (z—1)(xz+1) z-1
2 — 1
= lim (z+1)
M )@
| 1 - f bt
—11_>H11x271 orma
T
_:Eﬂl 21’ B 2

Consideramos los siguientes casos:

+ 1

. T _ senx
a. Siz— > entonces cosz — 0~ por lo que secx =

— —00 y tanz =
Ccos T Ccos T

+
Luego (secx — tanz) — (—o0) — (—o0) cuando z — %

0
b. Siz — > entonces cosz — 07 por lo que secx — +oo y tanx — +oo

Luego (secx — tanz) — (400) — (+00) cuando z — %

Note que en ambos casos se tiene (+00) — (+00)

Procedemos como sigue para determinar el valor del limite:



. . 1 sen
lim (secx —tanz) = lim -
z—Z z—5 \ COST COs T

. 1—senz
= lim ——— forma —
rz—Z  COST 0
. —cosT 0
= lim =-=0
z—% —senz 1
. lim (a:3 — 2@3'”)
r——+00
3

Six — +oo entonces x

Para este tipo de limite se factoriza algunos de los sumandos de la manera siguiente:

3x
lim ($3 — 2631) = lim 2° [1 — 2e }

xr——+00 r——400 1’3
. 2e37 400
Calculemos ahora: lim que presenta la forma ——
z—+too 13 +o00
2631: 66395 66390 9631
lim = lim = lim = lim = 400
z—+oo 3 z—+oo 312 z—+oo 21 z—+4oo 1

2 3x
Luego: lim (1 = ) = (+00) - (—0) = —00

T—+00 3

. lim (e% +1Inz)
r—0t

. 1 1
Si z — 0% entonces — — +00, e*¥ — 400 In £ — —oo de nuevo aparece +00 — 0o
T

Factorizamos:

1 1
lim (e* +1n ) = lim e {1 + nlx}
z—0t z—0t ex

. —00
Calculemos lim que presenta la forma T
00

1

rz—0t ex

Inz %
lim — = lim —%=
r—0t ez z—0t e 22

. 1
= lim —= =0
z—0t ez 7z

1 1
Luego: lim+ (e% +1nx> = lim e>» (1 + nlx> = 400
z—0 x—0 =

Regla de L’Hopital

— +00 y €3¥ — 400 tenemos que aparece la forma (+00) — (4+00)
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