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4  Capitulo 2: Derivadas

2.1 Derivada de una funcion

2.1.1 Introduccién

El problema de la tangente

“Muchos de los problemas importantes del analisis matematico pueden transferirse o hacerse depender de un
problema bésico que ha sido de interés para los matematicos desde los griegos (alrededor de 300 — 200a.deJ.C).
Es éste el problema de trazar una recta tangente a una curva dada en un punto especifico a ella.

Este problema fue resuelto por métodos especiales en un gran ntmero de ejemplos aislados atin en la tem-
prana historia de las matemaéaticas. Por ejemplo, es bastante facil resolver el problema si la curva es un circulo,
y todo estudiante ha visto esta solucién en su geometria de secundaria. Sin embargo, no fue si no hasta el
tiempo de Isacc Newton (1642 — 1727) y de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) que se dio un método gen-
eral sistemadtico para obtener la solucion. En este sentido se acredita a estos dos hombres la invencion del calculo.

Aunque el problema de la tangente pueda parecer de poco interés a los no matemaéticos, el hecho es que las
ténicas desarrolladas para resolver el problema son la mera columna vertebral de gran parte de la ciencia y la
tecnologia actuales. Por ejemplo, la direcciéon del movimiento de un objeto a lo largo de una curva en cada
instante se define en términos de la direccién de la recta tangente a la trayectoria de movimiento. Las érbitas de
los planetas al rededor del sol y las de los satélites artificiales alrededor de la Tierra, se estudian esencialmente
comenzando con la informacién sobre la recta tangente a la trayectoria del movimiento. Un tipo diferente de
problemas es el de estudiar la descomposicién de una sustancia radioactiva tal como el radio cuando se conoce
que la razén de descomposiciéon en cada instante es proporcional a la cantidad de radio presente. La clave de
este problema asi como la del problema del movimiento, estd en un andlisis de lo que queremos designar con la
palabra razon.

Como pronto veremos, este concepto estd tan intimamente relacionado con la pendiente de la recta tangente

a una curva, que la formulacién matemaética abstracta de un problema sobre razones es indistinguible de la
formulacion del problema de la tangente.

Empezamos con el problema de la tangente no solo por su importancia histérica y practica, sino también
porque la intuicién geométrica del lector contribuird a hacer concreta la que, de otro modo, seria una nocién
abstracta” (Britton, 1968, 323).

Il Definicion 1

Recibe el nombre de recta secante cualquier recta que pase por dos puntos diferentes de una curva.

En la siguiente figura se ha representado graficamente una recta L secante a una curva:

> <

‘
SNl e

>
/ 6 8 10 27 x

Figura 2.1: Recta secante a una curva
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Como al conocer la pendiente de una recta y un punto de ella, la recta queda completamente determinada,
se tiene que el problema de trazar una recta tangente a una curva dada, por un punto de ésta, se reduce a
encontrar la pendiente de la recta.

Consideremos la representacion grafica de una curva con ecuacién y = f(z), donde f es una funcién continua.

T

f) =y / Qy)

P,
fx) =1, 900

> X

= / X, X
Figura 2.2: Gréfica de f(x)

Se desea trazar la recta tangente en un punto P(z,,y,) dado de la curva.

Sea PQ la recta secante que pasa por los puntos P(x,,%,) y Q(z,y) de la curva.

Y — Yo :f(x)_f(xo)

T — T, T — T,

La pendiente de esta secante, denotada mg estd dada por: mg =

Como la pendiente de una recta es igual a la tangente del dangulo que forma la recta con la parte positiva del
eje X, y como 6 es ese dangulo para la recta secante, entonces:

fx) = fxo)

r — X

mg = tanf =

Supongamos que existe una recta tangente a la curva en P(z,,¥,). Sea PT dicha recta.

Mantenemos ahora el punto P fijo y hacemos que el punto Q se aproxime a P, a lo largo de la curva. Cuando
esto sucede, la inclinacion 6 de la recta secante se aproxima a la inclinacién de « de la recta tangente, lo que
puede escribirse como lim 6 = a.

Q—

En igual forma, la pendiente de la secante tiende a la pendiente de la tangente, es decir, éimp tanf = tan .

Ademids, cuando Q tiende hacia P, la abscisa x tiende hacia x, por lo que C;irnp tan § = tan a puede escribirse

como lim tanf = tana.

T—T,
Luego lim tanf = lim M = tana.
T—T, T—T, xr— T,

Si denotamos por my(z,) la pendiente de la recta tangente a la curva en P(x,,y,), entonces my(z,) =
L J(@) = (o)

T—To T — Ty

Il Definicion 2
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La pendiente de la recta tangente a la curva con ecuacién y = f(x) en el punto (x,,y,), denotada my(x,) es

igual al lim M, siempre que este limite exista.
T—T, Tr— Ty
Il Ejemplo 1

Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva con ecuacién f(x) = 2% — 3z, en el punto (1, —2).

La ecuacién de la recta tangente es: y = max + b. Utilizando la definicién anterior vamos a averiguar la
pendiente en (1, —2).

Solucién
Asi:
_ @)= ()
mr(1) 911—>ml z—1
2 _ _

~ lim © 3z —(—2)

z—1 r—1

Cox?—3x+2

=1

z—1 r—1
— lim (x—=1)(x—2)

r—1 €T — 1
= liml(x—Q):—l
Luego mr(1) = —1, por lo que y = —x + b. Para averiguar b, sustituimos el punto (1,—2) como sigue:

—2=—(1)+ b de donde b = —1.

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es y = —x — 1.

La representacion grafica de la curva y de la recta tangente es el siguiente:

o
Y
®

Figura 2.3: Recta tangente a f(z) = 2 — 3z, en el punto (1, —2)

Il Definicién 3

Se dice que la recta normal a una curva en el punto P(z,,¥,), es la linea que pasa por P y es perpendicular a
la recta tangente en ese punto. Ademads, recuerde que dos lineas no verticales son perpendiculares entre si, si y



solo si sus pendientes tienen valores reciprocos negativos.

Si myp es la pendiente de la recta tangente y my la de la recta normal, entonces:

-1
my = —

mr
Il Ejemplo

4
Determinar la ecuacién de la recta normal a la curva con ecuacién f(z) = —
x

Solucién

Como my =

mT(2) =

Como myp(2) = —1, entonces my(2) = 1.

(mr.my = —1)

2

——, averiguamos primero la pendiente de la recta tangente. Asi:
mr

L @)~ f2)
z—2 xr — 2
4 _ 4
lim &2
r—2 r — 2
8—4x
lim —2=
r—2 L — 2
4 -2
lim 1’

z—2 z(z — 2)

lim ————
o z(x — 2)

normal

\

0.5

1

Figura 2.4: Recta normal y tangente

Introduccion

,x >0, en el punto (2,2).

7
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La ecuacion de la recta normal es: y = la + b. Sustituyendo en la ecuacién anterior x = 2, y = 2 se obtiene
b=0.
Por tanto, la ecuacién de la recta normal es y = z.

La representacién gréfica de la curva y la recta normal es la siguiente:

Yy
A

5
recta normal y = x

2 IN 6 8 10

4
Figura 2.5: Recta normal a f(z) = — en (2,2)
x

La ecuacién de la recta tangente es y = —x + 4.
Ejercicios

1. Determinar la ecuacion de la recta tangente y la ecuacién de la recta normal a la curva con ecuacién
f(x) =22% — 5, en el punto (1, —3).

Il Ejemplo 3

1. Determinar la ecuaciénde la recta tangente a la parabola con ecuacién y = 22, y que es paralela a la recta
con ecuacion y = 4x.

Solucién

Recuerde que si dos rectas son paralelas entonces sus pendientes son iguales.
Note que en este caso no nos indican el punto de tangencia en la curva.
Como la recta tangente es paralela a la recta de ecuacién y = 4, entonces mr(z,) = 4.

Calculemos mr(x,):

maae) = Jim LI =S2e)
2?2 — 22

= lim
T—=To T — Ty

~ lim (x — o) (x + x,)

T—To T — T,
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= lim (z+ z,)
T—T,
=x,+x, =22,
Como mr(z,) = 2z, se tiene que 2z, = 4 y por tanto z, = 2.
Si z, = 2 entonces y, = 22 = 4. El punto de tangencia es P(2,4).
La ecuacién de la recta tangente es: y = 4x + b.
Sustituimos (2,4) y se obtiene que b = —4.

Entonces la ecuacién de la recta tangente es y = 4z — 4.

La representacion grafica es la siguiente:

y=4x

-2-1//723'x

Figura 2.6: Recta tangente a y = x2 paralela a y = 4z

Estudiaremos ahora un segundo problema que involucra un limite similar al utilizado al determinar pen-
diente de una recta tangente a una curva.

Dicho problema es el de determinar la velocidad de una particula en un instante de tiempo t,.
Recibe el nombre de movimiento rectilineo el efectuado por una particula a lo largo de una linea recta.

Sea s la funcién con ecuacién s(t) = t? + 1, que describe la distancia dirigida de la particula a un punto
fijo O, en cualquier tiempo ¢, (s se mide en metros y ¢ en segundos).

Cuando t = 0, la particula se encuentra a 1 metro de O y cuando ¢ = 3 segundos la particula esta a 10
metros de O, como se representa a continuacién:

La velocidad promedio de la particula es la razén del cambio en la distancia dirigida desde un punto fijo,
al cambio en el tiempo.

En este caso, en el lapso de tres segundos, la velocidad media, denotada v,,.q, estd dada por vy,eq =

10-1 _ . S
53— =3 metros por segundo.
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t

=0 t
0 1

=l
w

- 4
o

w Y

Figura 2.7: Movimiento rectilineo de una particula

Note que la velocidad promedio de la particula no es constante, y que ademads ésta no proporciona infor-
macién especifica referente al movimiento de la particula en cualquier instante determinado.

Para el movimiento anterior, la velocidad media desde t = 3 segundos hasta otro tiempo ¢ cualquiera, esta
dada por:

s(t)—s(3) s(t)—10

t—3  t—3

Umed =

Si quisiéramos determinar la velocidad al final de 3 segundos, es decir la velocidad instantdnea cuando
t = 3 no podriamos averiguarla con la férmula anterior, pues si se sustituye ¢ = 3 el denominador se hace
cero.

Sin embargo, cuanto més corto sea el intervalo de ¢t a t = 3 seg, la velocidad promedio estard mas cerca
de lo que intuitivamente se consideraria como la velocidad instantanea en ¢t = 3seg.

Surge asi la siguiente definicién sobre la velocidad instantanea:

Il Definicion 4

Si una particula se mueve sobre una linea recta de tal forma que su distancia dirigida s, a un punto fijo
de la recta estd dada en funcién del tiempo por la ecuacién s = s(t), entonces la velocidad en cualquier
instante t1 es:

t) — s(t
M, siempre que este limite exista
t—t1 t—1
Utilizando la definicién anterior, se puede averiguar la velocidad en el instante t = 3 seg, de la siguiente
forma:
~os(t) —s(3)
v(3) = fim = ——
. t?+1-10
= lim ———
t—3 t—3
=9
T3
t—3)(t
o (=)
t—3 t—3
= thn% (t+3)=6

Luego, la velocidad cuando t = 3 seg es de 6 metros por segundo.

La velocidad instantdnea puede ser positiva o negativa, segun la particula se mueva a lo largo de la recta
en direccion positiva o negativa; es cero cuando la particula estd en reposo.
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La rapidez de la particula en un instante de tiempo ¢, se define como |v(¢1)|, siendo simplemente la mag-
nitud de la velocidad, es decir, su valor absoluto, por lo que sera siempre positiva o nula.

La aceleracién es una medida de la variacién de la velocidad. La aceleracion es cero si una particula se
mueve sobre una recta con velocidad constante.

Si la velocidad v de la particula estd dada por la ecuacién v = wv(t), donde ¢ es el tiempo, entonces la
aceleracién en el instante ¢ = t1, se define como el limite de la aceleracién media de la siguiente formas:

Cou(t) —u(t
a(tl):tlg?l (i—tl( )

Observe la semejanza con la definicién de velocidad instantanea como limite de la velocidad media.
Il Ejemplo 4

1. La ecuacién s(t) = 2 + 2t describe el movimiento de una particula sobre una recta. La distancia al origen
estd en metros y t estd en segundos. Calcular la velocidad cuando t = 3 seg.

Solucion

Se debe determinar la velocidad instantdnea cuando ¢t = 3 seg
g 8(8) —s(3)

v(3) = fim = ——
t2+2t—15

im ——

t—3 t — 3

~ lim (t—3)(t+5)

t—3 t—3

= }m}% (t +5) =8 metros por segundo.

Asi, cuando t = 3 seg, la velocidad de la particula es de 8 metros por segundo.

2. Una particula P se mueve en linea recta de acuerdo con la ecuacién s(t) = 15t — 3t?, donde s, en metros,
es la distancia al punto de partida en el tiempo ¢, (en segundos). Determinar la distancia de P al punto
de partida cuando la velocidad es nula.

Solucién

Debemos averiguar primero la velocidad de la particula en cualquier instante ¢,,.
s(t) — s(t

v(t,) = lim 7( ) (to)

t—to  t—t,

. 15t — 3t2 — (15¢t, — 3t2)
lim
t—to t—t,

. 15t — 15¢t, — 3t2 + 3¢2
lim
t—t, t— to
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1 _ _ 2 42
lim 5(t—t,) — 3(t* —t3)

t—to t—t,

_ lim 15(t — to) — 3(t — to)(t + to)
t—to t—t,

iy (B 1) (15— 3t — 3t,)
t—to t—t,

= tlit? (15 — 3t — 3t,) = 15 — 6t,

= 15 — 6t, metros por segundo.

Ahora averiguaremos el valor de t, para el que la velocidad se hace cero:

v(te) =0 <= 15— t, =0 < ¢, =5 segundos

5
Por dltimo, calculemos la distancia que ha recorrido la particula al cabo de ¢, = 3 segundos.

5 5 5\ 75
s <2> =15 (2) -3 (2> =5 = 18, 75 metros.

Ejercicio
Dos particulas p; y p2 parten de un mismo punto en una recta y se mueven a lo largo de ella segin las ecuaciones
s1(t) =t2 —4t, y, so(t) = 3t — t?, donde s1 y s2 estdn en metros, y ¢ en segundos.

a. ;En qué tiempos tendran las dos particulas la misma velocidad?

b. Determine las velocidades de las particulas en los tiempos en que estdn en la misma posicién sobre la
recta.

2.1.2 La derivada de una funcién

En la resolucion de los dos problemas anteriores: el de trazar una recta tangente a una curva dada y el de
determinar la velocidad instantanea de una cierta particula, se obtuvo como resultado dos limites:

o) = Jim S e = i SR

Ambos limites tienen bésicamente la misma forma y son casos especificos de un tipo especial de limite que se
define a continuacién.
Il Definicion 1

Sea f una funcién real definida en un intervalo I C R. Sea x, € I

La derivada de f en el punto z,, denotada f'(z,), esel lim si este limite existe.

T—To r — X,



La derivada de una funcién 13

Note que, la pendiente de la recta tangente a la grafica de la curva con ecuacién y = f(x) en el punto (z,, f(z,)),
es precisamente la derivada de f evaluada en x,.

También, si una particula se mueve a lo largo de una linea recta de acuerdo con la ecuacién de movimiento
s = f(t), puede observarse que v(t1) en la definicién de velocidad instantdnea de la particula en ¢;, es la
derivada de f respecto a t, evaluada en t.

Si en la definicién de derivada se sustituye  — x, por h, entonces h — 0 cuando z — z, y © =z, + h.

f(xo+h) — f(xo)
h
Si f/(x) existe para cada z en un intervalo I, (I C R), se dice que la funcién f es derivable en I; se escribe

J+h) — f(x)

Luego f'(x) = %Lrno , si este limite existe. La funcién f es derivable en z, si f'(z,) existe.

N s
fi(w) = Jim, h
Il Ejemplo 1

Utilizando la definicién de derivada de una funcién, determinar la derivada de cada una de las funciones cuyas
ecuaciones son:

1. f(x) =5x—3

Se debe calcular el lim

h—0

flz+h) - f(z)
h

La expresién f(z + h) indica que la funcién f debe evaluarse en (z + h). Asi, f(x +h) =5(z + h) — 3.

Luego:
_ fl@+h)— [fz)

o) —
(@) = Jlim h
_ m5(x+h)—3f(5x73)
h—0 h

. Sxr+>5h—3—-5x+3
= lim

h—0 h
i
a0 h

/ — s —
f'(x) = lim5=35

Por tanto, si f(x) = 5z — 3 entonces f'(x) = 5.

2. f(a:):%,méO
En este caso f(z +h) = ﬁ
Luego:
#(z) = lim w

h—0 h
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_ 3x? — 32% — 6zh — 3h?

h—0 ha?(x + h)?
~ lim —3h(2z + h)
~ h=0 ha?(x + h)2

—3(2x + h)

= lim ———=

h—0 22(x + h)?

—6x —6

x2 . p2 3

Si f(x) = % entonces f'(z) = ——.

3. g(u) = (2u+1)?
En este caso g(u+ h) = [2(u + h) + 1]?
Luego:
iy g 9wt ) —g(u)
0= 0
_ [2(u+h) +1)2 — (2u+1)?
o hli% h
gt Ru+h)+1+QCu+1)2(u+h)+1—(2u+1)
=l h

. (2u+2h+142u+1)2u+2h+1—-2u—-1)
= h

oy, (dut 24 2)(2h)
h—0 h

= lim 2(4u + 2h + 2)
h—0
g (u)=2(4u+0+2)=8u+4

Si g(u) = (2u+ 1)? entonces ¢'(u) = 8u + 4.

Ejercicios
Determine, utilizando la definicién de derivada, la derivada de cada una de las funciones cuyas ecuaciones son:

LofO)=vi+i, t>-1
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2. f(z)=a%+222 -4

3y
3. =7 )
9(y) U2 Y #

2.1.3 Notaciones para la derivada de una funcién

Si f es una funcién derivable en un intervalo I, (I C R), el proceso por medio del cual se obtiene f'(z), da
origen a una nueva funciéon que recibe el nombre de funcién derivada.
El dominio de f'(x) estd formado por todos los ntimeros del dominio de f para los que exista f'(x).

1
NG

Siy = f(z), con f una funcién derivable, entonces la derivada de f puede denotarse por:

Por ejemplo, si f(z) = +/z con z > 0 entonces f'(z) = estd definida unicamente para z > 0.

a.) D, f(x) que se lee: derivada de f(z) respecto a x.
b.) D,y que se lee: derivada de “y” respecto a x.

c.) ¥ que se lee: “y prima”.

2.1.4 Continuidad y derivabilidad

En el capitulo anterior se estudiaron las condiciones para que una funcién fuera continua en un punto. También
se determiné la continuidad en un intervalo, que puede asociarse con la representacion grafica de una curva que
no tiene “brincos” o “saltos bruscos”.

Vamos ahora a relacionar la continuidad con la derivabilidad de una funcién f en un punto x,, por medio del
siguiente teorema.

Il Teorema 1

Si una funcién f es derivable en un punto z,, entonces f es continua en x,.

Prueba: Al final del capitulo.

El reciproco de este teorema no es cierto. Es decir, el hecho de que una funcién sea continua en un punto no
implica que sea derivable en él.

Antes de estudiar algunos ejemplos, necesitamos conocer las siguientes definiciones sobre derivadas laterales.

Il Definiciéon 1

Si f es una funcién continua definida en = = z,, entonces:



