CAPITULO 1
LA FUNCION DERIVADA

1.1 LA DERIVADA

En el fasciculo anterior utilizaste el concepto de la razén de cambio a través de
problemas o situaciones de la vida real e ilustraste graficamente 4 — 0 o, dando una
interpretacion de la razén de cambio.

Todo lo anterior es la base para el estudio de la derivada a través de la discusién de un
problema de la vida real. Y a partir del concepto de la DERIVADA, aprenderas las
técnicas para derivar funciones y aplicar estos conocimientos en la construccion de
graficas y solucion de problemas.

Analiza el siguiente problema:

Un movil se desplaza de acuerdo a la funcion f(t)=3t° — 2t + 1, Ricardo observa este
desplazamiento y le pregunta a Oscar, ;Como se puede determinar la velocidad
instantanea o tangencial de dicho movil, después de que transcurren 3 seg. desde el
inicio el movimiento? Oscar respondio; jno lo se!, tal vez aplicando conceptos de fisica.
Ricardo le contestd, para saber con exactitud la velocidad instantanea aplicaré mis
conocimientos de razon de cambio promedio, razén de cambio instantanea, limites y
continuidad; Oscar replicé jeso es imposible!.

¢, Qué harias para resolver el problema?

Reflexiona y después analiza la solucion que te presentamos
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ACTIVIDAD DE REGULACION

Con base al problema del movil, contesta las siguientes preguntas.

a) ¢Sabes que tipo de funcion es?

b) ¢Es una funcién continua o discontinua?

c) ¢Por qué es continua o discontinua?

d) ¢Qué entiendes por velocidad instantanea?

e) ¢ Cual seria su razén de cambio de la velocidad en el moévil?

f) ¢Cual es la velocidad de en los tres segundos que transcurren?

g) ¢Puedes resolverlo empleando la funcién derivada a través de la razén de cambio
como limite?

¢AUn no puedes resolver el problema anterior?

Sigue analizando la informacioén que te presentamos, ésta te dara mas elementos.

14



Una bola sube verticalmente alcanzando una altura S =14t — 4.9t m, en t segundos
después de lanzada. Halla la razon de incremento (Cambio) de altura de la bola en m/s

al tiempo ¢,

Analliza la solucién: digamos que la bola esta a una altura S, al tempot;y S;at,.

El incremento promedio de la elevacién de la bola durante el intervalo t 1 <t<t; es,

Incremento de altura S, -S4

Tiempo transcurrido th—t4

Geométricamente esta magnitud esta representada por la pendiente de la Secante a
través de los puntos (i1, S4) y (t2, S,) del diagrama altura tiempo.

Si t, — t; es pequefio, S, — S4/ t; — t; representa aproximadamente la velocidad de
ascenso de la bola en cualquier instante del intervalo.

Para calcular la relacion precisa del incremento de altura al tiempo t; hacemos que
t,—t, > 0. Asi,

Sz — Sl
—— = Pendiente de la Secante
L=t
Sz _Sl
=Velocidad promedio de ascenso
L, -1
S, =S8, 14t, —4.9t2 —14t, + 4.9t2 - 2 _42
22700 M4l m A8 AL AT oty ote T s sty +1,)
t,—t, ty —t t, —t4 ty —t4

Al aproximarse t; a ty, en el intervalo t, — t;, entonces t, + t; tiende a 2t;. Por lo tanto la
pendiente S, — S4/ t; — t; de la secante se convierte en la pendiente de la tangente y de la
curva. Es decir:

lim = lim[14 -4.9(t, +t;)] = 14 -9.8t
h—>0 t,—>t
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La velocidad de ascenso v a los t; segundos es
V=14 -9.8¢ miseg.

Nota: Que la razén de cambio consta de dos términos separados. El término 14 es la
razén de cambio de 14t y -9.8t es la razén de cambio de —4.9t° al tiempo t;.

La velocidad o razén de cambio instantanea de elevacién con relacién al tiempo en el
instante se representa graficamente por la pendiente de la curva en t = ;.

ACTIVIDAD DE REGULACION

Con base al problema de la bola, contesta las siguientes preguntas.

¢,Cuando es cero la velocidad?

¢ Cuando esta, la bola a mayor altura?

¢ A qué velocidad vuelve la pelota al piso?
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1.1.1 CONCEPTO DE DERIVADA

Precisamente como dy / dx es la razon de cambio de “y” con respecto a “x”, entonces

podemos concluir que:

Velocidad v =ds /dt= limOSS =8/t —t,

ty—t;—>

Grafica No.1

¢ Has aclarado algunas dudas?
Continta el estudio y analiza el siguiente problema.

La posicion de una particula suspendida en el espacio tiene como ecuacién
f(x) = x> — 4x — 5. Determina la pendiente (m) y la ecuacion de la recta tangente a la
curva en el punto cuya abscisa es igual a 2

Solucion:

a) De la derivada como limite, que es la razén de cambio de la funcién, en la pendiente
que une los puntos (x , f (x) ).

17



f(x)=Ilim f(x+h)-f(x)
h—0 h

f(x)=x>-4x-5
f(x+h)=(x+h)>—4x+h)-5
f(x+h)=x> +3x*h+3xh*> + h®> —4x—-4h-5

f(x)=lim= f(x+h)= x> +3x>h+3xh* + h®> —4x —4h-5— (x> —4x -5)

h—0 h
= lim = 3x>h+3xh* + h®> —4h = lim = h(3x* +3xh+h? — 4)
h—0 h h—0 h

= lim =3x? +3xh+h? —4 = 3x? +3x(0)-4
h—0

La razén de cambio para la funcion es la expresién f(x)= 3x*— 4, donde:

. . 3 2
La razon de cambio para x~ = 3x
La razén de cambio para —4x = -4

Siendo la derivada f'(x) = 3x° — 4 y el valor de la pendiente (m); si f’ (x) = m, entonces:
m=3x’-4 para x=2

m=3(2°-4=3(@4)-4=12-4=8 . m=8u.

La ecuacion de la recta tangente a la curva f (x) = x> —4x —5 en x = 2.

Six=2, f(x)=(2)°-4(2)-5=8-8-5 = -5,

El punto de tangencia es P1(2,-5) y m = 8u es la pendiente de la recta tangente. Por lo
tanto la ecuacion tiene la forma:

y—y1=m (X—X)

y-(-9)=8(x-2)

y+5=8x—-16

y=8x—-16-5

y=8x—21 — ecuacion de la recta tangente en donde 8 es la pendiente

y la ordenada al origen es —2.
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Graficando f (x) = x>—4x—5 con base ala tabla siguiente:
X ‘ -3 | -2 ‘ —1 ‘ 0 | 1 ‘ 2 | 3
f (x) ‘ -20 | -5 ‘ -2 ‘ -5 | -8 ‘ -5 | -10

Podemos trazar la tangente a la grafica en P(2,-5), tomando en cuenta que corta al eje

y” en (0,-2) y su pendiente es m = %

10 ——————"—"————

Grafica No.2

Muchos fenémenos fisicos implican cantidades variables, la velocidad de un cohete, la
devaluacién de la moneda por la inflacion, el nimero de bacterias de un cultivo, la
intensidad de un movimiento telurico, el voltaje de una sefal eléctrica, etc.

En este fasciculo desarrollaremos las herramientas matematicas para expresar con
precision las razones o tazas de cambio.
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Primero se revisaran algunas ideas anteriores, supén que P(x,y) y Q(x4,y4) son los
puntos de la grafica de una funcion f. Entonces la recta secante P y Q tienen la
pendiente:

Y -Y

X, -X

m.S€C =

o bien, puesto que y =f(x) y y;1 =f(x1),
S(x)—f(%)

m.sec = ————— (1)
X, —X

haciendo, /' =x, —x , entonces x;, =x+h

de tal manera que la ecuacion (1) puede escribirse asi

S+ - f(x)
h

msec = m.SeC =

Observemos la grafica No 3.

f(x+h)

f(x+h) — f(x)

f(x)
v = f(x)

0 X X1 = x+h

Gréafica No. 3

De la grafica se observa que P(x,f(x)) y Q(x4,f(x+h)—f(x)) 6 Q(x+h,f(x+h)f(x)).

Cuando Q tiende P sobre la gréafica de f, X1 tiende a Xo y por consiguiente h = X1 — X
tiende a cero.
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Ademas, cuando Q tiende a P, la recta secante que une P y Q tiende a la recta tangente
en P. El cual nos conduce a la siguiente definicion:

Si P (x, y) es un punto de la grafica de una funcion f, entonces la recta tangente a la

grafica de f en P se define como la recta que pasa por P y tiene la pendiente siempre
que exista el limite.

fx+h) = f(x)
h

mtan = lim
h—0

(2)

Siempre que exista el limite, se hara referencia a la recta tangente en x; = x.

DEFINICION:

La derivada de una funcién f es una f definida por:

o S+ h) - f(x)
f(x)=Ilim P

h—0

(3)

El dominio de f, consta de todas las “x” en la que existe este limite;

NOTACION: El simbolo f (x) se lee “f prima de x”.
Si x esta en el dominio de f, entonces se dice que f es diferenciable en x.
De (2) y (3) se sigue que si f es diferenciable en Xo, el valor de la derivada
en x es:

m tan

f(x)zlimf(x+h)_f(x) —

h—0 h

En otros términos, la derivada de f es una funcién cuyo valor en X1 = X es la pendiente
(m = tang 0) de la recta tangente a y = f(x) en x; = x.

El dominio de la derivada es el conjunto de los valores de X para lo que existe una recta
tangente a 'Y = f(x).

Existen tres maneras comunes en las que la funcién f puede no ser diferenciable en un punto,
formuladas de una manera informal, estas pueden clasificarse como:
a) Rupturas.

b) Vértices.
c) Tangentes verticales.
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Ruptura.

a) *Es evidente que si la grafica de una funcion f tiene una “ruptura” en X1=X (ver
grafica 4) entonces la funcidon no puede tener una tangente en X. Esto se demuestra
cuando mas preciso sea el término de una “ruptura”.

Gréafica No. 4

Vértices.

b) La grafica de una funcion f tiene un “vértice” en un punto P (X, f (X) ) si la gréafica de f
no se interrumpe en P y la posicién limite de la recta secante que une a P y Q
depende de si Q tiene a P por la izquierda o por la derecha ( ver grafica 5). En los
vértices no existe una recta tangente, ya que las pendientes de las rectas no tienen
un limite ( por ambos lados).
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P
Posicion  limite Posicion  limite
de las rectas de las rectas
Q Q
secantes secantes
cuando Q — P cuando Q — P
por la izquierda por la derecha.
» X
0 X
Gréfica No. 5

Tangentes verticales.

No existe, puesto que los limites por un lado no son iguales. Por consiguiente,
f (x) no es diferenciable en x = 0.

Si la pendiente de la recta secante que une P y Q tiende a a +wo 6 —0 cuando Q
tiende a P sobre la grafica de f, entonces f no es diferenciable en x.

Desde el punto geométrico, tales puntos ocurren cuando las rectas secantes tienden
a una posicion limite vertical (ver grafica6y 7)
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Gréafica No. 6

a) la pendiente de la recta tiende a+ o cuando Q — P

»
>

v
x

X mmmb e e e e -

Gréafica No. 7

b) la pendiente de la recta secante tiende a —oo cuando Q — P
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El calculo diferencial es el estudio del cambio que ocurre en una cantidad, cuando
ocurren variaciones en otras cantidades de las cuales depende la cantidad original.
Los ejemplos siguientes muestran tales situaciones.

1) EI cambio en el corte total de operacion de una planta que resultan de cada unidad
adicional producida.

2) El cambio en la demanda de cierto producto que resulta de un incremento en el
precio.

3) El cambio en el producto nacional bruto de una pais con cada afio que pasa.

Sea x una variable con un primer valor X, y un segundo valor x,. Entonces es el

cambio, de valor x; es x, — X, y se denomina el incremento de cualquier variable.

Ax = x, —x, denota el cambio de la variable x
Ap = p, — p, indica el cambio de variable p

Aq = q, —q, denota el cambio de la variable q.

Sea y = f(x) una variable que depende de x. Cuando x tiende al valor x, , y tiende el

valor y, = f(x) De manera inicial, cuando x = x, y tiende el valor y, = f(x,)
Asi el incremento de y es

Vo= =)Va—= N
=f(x,) - f(x)

Ejemplo. El volumen de ventas de gasolina de cierta estacién de servicio depende del
precio del litro. Si p en el precio por el litro en centavos, se encuentra que el volumen de
venta ( en litros por dia ) esta dado por:

g= 500(150-p)

Calcula el incremento en el volumen de ventas que corresponde a un incremento en el
precio de 120 ¢ a 130 c por litro.

Solucién. Aqui p, es la variable independiente y q la funcién de p. El primer valor de p
es: p, =120y el segundo valores p, =130. Elincremento de p es:

p,—p,=p,—p =130-120=10
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Los valores correspondientes de q son los siguientes:
g, =500 (150 - p, ) =500 (150 — 120 ) = 15, 000
q, =500 (150 - p, ) =500 (150 -130)= 10, 000
En consecuencia, el incremento de q esta dado por:

p2—p1=0g2—qs = 10,000 - 15,000 = — 5000

El incremento de g mide el incremento en q y el hecho de que sea negativo significa que
g en realidad decrece. El volumen de ventas decrece en 5, 000 litros por dia si el precio
se incrementa de 120c a 130c.

Resolviendo la ecuacion Ax =x, — x; para x, si Ax = h, entonces tenemos x, = x, + /.

Usando este valor de X, en la definicion de Ay, obtenemos,

Ay=y, =y = fx+h)= f(x)

En forma alternativa, dado que f (x) = y, podemos escribir:

y+y, =y, =f(x+h)

Ejemplo. Dado f (x) = x” calcula el incremento Y, =Y, 8ix=1yh=0.2

Solucién. sustituyendo los valores de x y Ax en la formula de Ay1, tenemos:

Ay=y, =) :f(x+h)2 _f(x)2
= f1+02)* - f(1)*
=f(1.2)2=f (1)
=(1.2)°=(1)’ =1.44 -1
Ay =y, -y, =044

“

Observemos que un cambio de 0.2 en el valor de x da como resultado un cambio en “y
de 0.44.
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Observemos la grafica.

y
.2
y=X
144 gofommemmmsmomoe oo .
h;=0.44 i
T2 /o
—sln
S > X
0 1 1.2 2
h=0.2

Grafica No.8

Ejemplo.

-y 2 B . .
En el caso de la funcion y = x°, determina cuando x = 1 para cualquier incremento
X, —x. de x.

Yo =y = f(x+h)-1(x)
= f(1+h) - f(1)

= (1+h)? -(1)?
= 1+2h+(h)? -1
1-1+2h + (h)?
2h + (h)?

Como en la expresion de y, —y, el ejemplo es valido para todos los incrementos h,
entonces podemos resolverlo sustituyendo h = 0.2 quedando el siguiente resultado:

Y, =y =2(0.2)+ (0.2)2 =0.4+0.04 =0.44 Como el anterior.
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DEFINICION:
La tasa de cambio de una funcién f sobre un intervalo de x a x + h se define por la razén

v, =¥,/ h , porlo tanto, la tasa de cambio promedio de y con respecto a x es:

Vo=y _ S+ =)

h h

OBSERVACION: Es necesario que el intervalo de x a x+h pertenezca al dominio de f.
graficamente. Si P en un punto (x, f(x) ) y Q en el punto (x+ h ), f (x+h) sobre la gréafica
de y = f (x), entonces el intervalo y, — y; = f (x + h) — f(x) en la elevacioén de la h en el
recorrido de P a Q. Por definicion de pendiente, decimos que y, —», /& es la pendiente

del segmento rectilineo PQ. Asi que, la tasa de cambio promedio de “y” con respecto a
“x” es igual a la pendiente de la recta PQ que pasa por los puntos P y Q sobre la grafica
dey = f(x)

Ver la figura para mayor comprension; estos puntos corresponden a los valores “x” vy
“x+h” de la variable independiente.

y
y = f(x)
y2 = f(x+h)
Y2—VY1
y1 =f(x)
0 X

Grafica No.9
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1.1.2 NOTACION DE LA DERIVADA.

Es conveniente recordar que para denotar la derivada de una funcién y con una variable
independiente x se utilizan las siguientes notaciones y simbolizaciones. Si se tiene
y = f(x), la funcién derivada se simboliza por Dyy, que se lee: la derivada de y respecto
de x. NOTACION DE CAUCHY. Si la funcién es y = f (x) la funcién derivada se
representa pory’ o por f (x) NOTACION DE LAGRANGE. La notacién americana de la
derivada de la funcién y = f (x) es:

dl 5 df(x)
dx dx

Resumiendo las tres notaciones anteriores la derivada de una funcion y = f(x) puede
escribirse:

Yo —Y1 o, _ ._dl
i Y sy

EXPLICACION INTEGRADORA

Hasta el momento hemos aprendido que la recta que mejor se aproxima a una curva
cerca del punto P es la tangente, a través de ese punto, mas precisamente, la recta
tangente a una curva en P es la posicidon de la recta tangente que pasa por dos puntos,
conforme uno de los puntos se aproxima al otro a lo largo de la curva.

La pendiente m de la recta tangente a la curva y = f (x) esta dada por:

YooV o _ ._‘Ly
e
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1.2 TECNICAS DE LA DERIVACION.

1.2.1 DERIVACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

Generalmente la derivacion se lleva acabo aplicando férmulas obtenidas mediante la
regla general de la derivacion y que calcularemos a continuacion, de estas podemos
derivar las funciones algebraicas, trascendentales, sucesivas y combinadas.

1) DERIVADA DE UNA CONSTANTE.
Emplearemos el método de los cuatro pasos.
Siy =f(x) = ¢ siendo ¢ una constante

a) Evaluamos f en x+h, al incrementar x, la constante no cambia y, por lo tanto
tampoco cambia y, entonces f (x+h) = c.

b) Restamos f(x).
f(x+th)-f(x)=c—-c=0

c) Dividimos por h.
f(x+h)—f(x) 0

h h

d) Obtenemos el limite cuando h — 0

Iim0=0

h—0

=0

Resumiendo.

Siy =c entonces y=0 La derivada de una constante es igual a cero

Ejemplo.
Laderivadadey=4,esy =0
Laderivadadey=5/7,esy =0
Laderivadadey=2,esy =0
Siy=28,entoncesy =0

Siy=-2/3, entoncesy’' =0
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2)

3)

DERIVADA DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE.(FUNCION IDENTICA O
IDENTIDAD)

Seay =f(x) =x siguiendo la regla general o de los cuatro pasos:

a) y *y2-yi=x+h La derivada de la variable
b) Y=y =h independiente o con
¢)y,—yw/h=hlh=1 respecto a ella misma, es
igual la unidad
Entonces:
d) lim22=2 = fim1 =1
h—0 h h—0

La derivada de la variable independiente o con

Si y=x entonces y'=1 respecto a ella misma, es igual la unidad

DERIVADA DEL PRODUCTO DE UNA CONSTANTE POR LA VARIABLE
INDEPENDIENTE.

Sea la funcidn y = cx, por ejemplo y = 5x
Entonces la derivadade y=5x,esy =5

Si y =5x/3, entonces y’ = 5/3

La derivada del producto de una constante
Si y=cx entonces y =c¢ por la variable independiente es igual a la
constante

Por regla general:
a) y+Y, -y, =c(x+h)

b) y, -y, =cx+ch-cx=ch

C) y2 _yl :% =c
h h
d) im22~ 2 —jime = ¢
h—0 h h—0
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4) LA DERIVADA DE SUMA DE FUNCIONES

Si y=u+v+w en donde y-=f(x),u=f(x),v="f(x),w=Tf(x)

Entoncesy’' =u’ +Vv' +w , Siempre que u, v, w sean diferenciables

Ejemplo.

Si y=(3x>+5x) , entonces y' (3x*+5x)=1'(3x*)+y'(5x) =6x+5

y!=u!+va+wy

La derivada de la suma algebraica de un numero finito de
funciones es igual a la suma algebraica de las derivadas
de las funciones

ACTIVIDAD DE REGULACION

Empleando la forma general comprueba la férmula para la derivada de la suma de las

funciones,

5) DERIVADA DE PRODUCTOS Y COCIENTES.

En esta seccion,

enfocaremos los dos mas importantes teoremas que

representan técnicas Utiles cuando se requiere derivar funciones complicadas.

TEOREMA 1 REGLA DEL PRODUCTO

Si u(x) y v(x) son dos funciones de x diferenciables, entonces la derivada de su

producto es:

(uv) =uv +uv

La derivada del producto de dos funciones es igual a
la primera funcion por la derivada de la segunda mas
la segunda funcién por la derivada de la primera.
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Ejemplo. Calculay’ siy=(5x" —3x)(2x’ + 8x+7)

Solucion.
La funcién dada puede escribirse como un productoy =u v
Sihacemos u=5x>-3x 'y v = 2x’+ 8x+7

Aplicando la regla del producto y sustituyendo en la definicion del teorema 1
obtenemos,

V'=uv'+vu'
y'= (5x> =3x)(6x> +8) + (2x” +8x + 7)(10x — 3)
Desarrollando y simplificando operaciones obtenemos,

'=30x" —18x” —24x> +40x” — 24x +20x" —6x° +80x” —24x + 70x — 21
¥'=50x" —24x> +120x* +22x —21

Si observamos el ejemplo anterior, en realidad no necesitamos la regla del
producto a fin de calcular la derivada de la funcidon dada. Se puede calcular la
primera derivada, eliminando los productos del lado derecho y expresando a y
como una suma de potencias de x.

y = (5x* = 3x) (2X° + 8x + 7)

y = 10x° — 6x* + 40x° — 24x% + 35x° — 21x

y’ = 10(5x*) — 6(4x°) + 40(3x%) — 24(2x) + 35(2x) — 21(1)
y = 50x* — 24x° + 120x° + 22x — 21

Ejemplo.
Dada f(t) = (2\/; +1)(¢* +3), determine f* (t) aplicando la regla del producto.
u=2t"241 y  v=£"+3
’ - 1/2 d 2 2 d 1/2
fPty=2¢t " +D)—@" +3)+(" +3)— 2t " +1)
dt dt
= (2t"%) (2t) + (* + 3) [(20) (t"%/2)]

= 432 42t 4132 1 3V2 = B2 Loty S

h
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La ecuacion de demanda del precio p expresa que una cantidad x de cierto
articulo puede venderse durante cierto periodo. En general podemos escribir p= f
(x). El ingreso originado en la venta de este nimero de articulos es R= x p.

Donde R esta expresado como el producto de dos cantidades, el ingreso
marginal, que es la derivada de R con respecto a x, puede obtenerse mediante la
regla del producto.

dR d d
- = - + x—
P (x)+x o (p)

dp dp
=p()+x—=p+x—
p)+x— = p+x—-

Ejemplo. Ingreso marginal

Si la ecuacion de demanda es lineal, tenemos p = a — bx en donde a y b son dos
constantes positivas.
Asi, dp/dx = -b y el ingreso marginal es

dR/dx = p + x dp/dx; dR/dx = a — bx + x (-b) = a — 2bx.

Observemos que el ingreso marginal en este ejemplo puede de hecho calcularse

directamente R =xp = x (a — bx) = ax — bx :
R’ (x) = a — 2bx.

Algunas veces es Uutil hallar el ingreso marginal con respecto al precio.
Considerando el ingreso R como una funcion del precio p; el ingreso marginal
con respecto al precio se define con la derivada de dR/dp

Representa el incremento en el ingreso por cada unidad de incremento en el
precio por articulo cuando el precio sufre un pequefio incremento.

Dado que R = xp, u cumple con la regla del producto.

dp dxp pdx dp pdp

La derivada de dx /dp que ocurre en esta ecuacion a menudo se denomina la
derivada marginal con respecto al precio. Significa el incremento en la demanda
por unidad de incremento en el precio por articulo cuando el precio sufre de un
pequefio incremento.
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Ejemplo. Considerando otra vez la ecuacién de la demanda lineal p = a — bx, se
tiene que x = (a/b) — (p/b) y asi dx/dp = —1/b, por lo tanto, el ingreso marginal con
respecto al precio es:

dp p
a p 1
= ———+4 —
5 p(b)
_a_p_p_a_2p
b b b b b

Una vez mas, podriamos haber calculado dR/dp directamente derivando la
funcion: R=xp = (ap— p?) /b

TEOREMA 2. REGLA DEL COCIENTE.

Siu (x) y v(x) son dos funciones diferenciables de x, se tiene que:

' ' La deri.vada del cocient_e de dos funciones es igual al

(ﬁ) _ yu—uv denominador por la derivada del numerador menos el

v V2 numerador por la derivada del denominador todo
dividido entre el cuadrado del denominador.

x*+1

Ejemplo. Calculay’ =—
x +4

Aplicando la regla del cociente tenemos

u=x>+1 y v=x'+4

(X2 +4) u'(x? +1) = (x2+1) v' (x> +4)
(x® +4)?

g 0 +4)(29-(x* +1)(3x®) _ 2x* +8x—(3x* +3x?)

x® +8x3 +16 x® +8x3 +16
. —x*-3x?+8x _ —x*-3x%+8x
x® +8x> +16 (x3 +4)?
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x+1

Ejemplo. Calculay’ si y =
x+3

u=(x+1) vy v=(x+3)

(x+3)u'(x+1) — (x+1) v'(x+3)

(x +3)?
y' = (x+3)(1)-(x+1)(1) _ X+3-x-1
(x +3)2 (x +3)2
y' - 2
(x +3)?

3
2x+7

Ejemplo. Calculay’si y =

u=3 y V=(2x+7)

y' = (2x+7) u'(3) — (3) v'(2x+7)

-6

(2x +7)?
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ACTIVIDAD DE REGULACION

Usando la regla del producto calcula las derivadas de las funciones siguientes con
respecto a la variable independiente respectiva.

a) y=(x+1)(x’+3) f) g(x) =0+ 1) (x + 1)?
b) u=(7x+1)(2 - 3x) g) f(x)=@x+7)(x—1)>
c) f(x) = (Z—5x + 1) (2x + 3) h) u:[y;3j(yz_5)
d) y=(¢+6x0) (63— 1) ) g(t)=[tj1j(5f{1]
e) u=(+7x)(+3x+1) i) f(x)=(@2x+1) (3% + 1) (x° + 3)

Usando la regla del cociente calcular las derivadas de las funciones con respecto a
la variable independiente respectiva.

2) e =Tt f ye 1
t=5 e
b) t= x =1 ) y= u
x*+1 9y u+l1
0 flh=— h gto= o
2-—3t 9 x> =3
x+2 u+l
d) f(x)= i) x=
x—1 u-—1
&) _uz—u+1 ) y= 1
Y by (t+1)
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6) DERIVADA DE UNA CONSTANTE POR UNA FUNCION.

Siy=cu

Entonces y = 7x* tiene como derivada la expresion:

y (7x2) =7(y'x%) = 7(2x) = 14x

Si y=cu Entonces y=cu’

Ejemplos:
y=§x

5
y'=g y'(x)
yies (=2

La derivada de una constante por una
funcién es igual a la constante por la
derivada de la funcion

<
[
Nl o Do
N
<
/\-
x
Z

—_~
—
=
Il
N o

7) DERIVADA DE LA POTENCIA DE UNA FUNCION DE LA FORMA y = X"

Seay=x" donde

(x)

f
X

y
u
n

Siy= x” su derivada es y = 3x’

Si y=x" Entonces y =nx""

Cuando el exponente es negativo:

Siy=x" Entonces y'= ——

38

No. entero positivo o negativo.

La derivada de la funcion
potencial de x siendo su
exponente un numero entero
positivo o negativo, es igual al
producto del exponente n por la
potencia disminuida en la unidad



Ejemplos.

Derivar:
6 3
XZ
y =-6x°"" y=3x2 = -23x?""
y=-6x" = — y=-6x7% = —
x’ x3

8) DERIVADA DE LA POTENCIA DE FUNCIONES
Si y=u" Entonces y=(3x+2)’ tiene como derivada:
y=50@x+2)°" y (3x +2)
¥'=53x+2)"(3) =15(3x +2)*

' La derivada de la potencia de una funcién es igual al
n n— .

V'(u)' =nu""u' producto del exponente por la funcion elevada a un
grado menos y por la derivada de la funcién

ACTIVIDAD DE REGULACION

Derivar las siguientes funciones.
a) y=x°

b) y=x'—2x*+5x+7

c) y=@B-x)(2+x)

d) y=(+1)
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9) DERIVADA DE UNA FUNCION ENTRE UNA CONSTANTE

u
Seay = — endonde c es una constante
c

Ejemplo. Derivar y-= 3X8+ 2 donde u=3x+2 y u=3
,_ 3
Entoncesy’ = —
8
(u) u La derivada de la funcién entre una constante es
y P igual a la derivada de u entre la constante

Esta férmula también podemos citarla como un caso particular de la derivada de
una constante por una funcion.

10) DERIVADA DE LA RAIZ CUADRADA DE UNA FUNCION.
Derivar. y=+/3x-2 donde u=3x-2 y u=3

. 3

Y B2

Entonces

Porque siy = -/x entoncesy=x"? y suderivadaes y' = 1

2/x
Si el radicando (lo que esta dentro del radical) es una variable u, entonces la
funcion es de laforma y = -/u y su derivada es:

’ u' La derivada de la raiz cuadrada de una variable, es
y ﬁ = ( la derivada de la variable entre dos veces la raiz de
2:/u la variable
Ejemplo.

1
Derivar la funcion y =+/x +—= , utilizando el exponente fraccionario y el
X

Ix

exponente negativo.
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a)

b)

c)

d)
e)

f)

9)

h)

ACTIVIDAD DE REGULACION

Obtén la derivada de las siguientes funciones, aplicando la férmula correspondiente

f(x) = 7x
f(xX)=bx+c

x%2 —4x+8

flx)= "

f(x) = 3 (x> = x%)
f(x) = (x* + 1)°

f(x) = (ax)*

f(x) = (3x + 2)°

f(x) = 3x° — 1
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X -1
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X2 +2

X
2X+7

) f(x)=-/2x -1

q) f(x)




1.2.2 REGLA DE LA CADENA

Las reglas de la derivacion presentadas en las secciones anteriores se pueden usar
solamente para sumar, restar productos y cocientes de expresiones de la forma x donde
n es un numero entero .

(x> +1)°
Es claro que Dx (x* +1)°
Si cambiamos la forma de la expresion, entonces;
y=+1 =x"+3x" +3x°+1 y Dy=6x"+12x"+6x,
factorizando Dyy = 6x (x> + 1)° Porlotanto Dxy (x* + 1) = 6x (x* + 1)

. . . 2 10
Este desarrollo es muy complicado para potencias mayores como por ejemplo (x~ +1)
entonces es conveniente tener métodos mas sencillos para calcular la derivada.

El que se usa en este caso parte de expresar una funcion de x , recordando que sify g
son funciones tales que:

y=f(u) (1) u=g(x) ()

Ahora bien si g (x) esta en el dominio de f entonces la podemos escribir y = f(u) = f [g(x)]
es decir, y es una funcién de x, esto ultimo es la funcién compuesta f 6 g, podemos notar
que la expresion

y=(x"+1) puede expresarse de la manera siguiente.
y=u y u=x>+1
Si se pudiera encontrar una regla general para derivar f [g(x)], entonces se podria aplicar

ay= (x2+1)3 como caso especial y también a cualquier expresion de la forma
y = [f(x)"] donde n debe ser un nimero entero.

Para dar una idea de tipo de regla esperada regresemos a las ecuaciones 1y 2 y = f(u),
u = g(x) queremos encontrar una férmula para la derivada dy/dx de la funcién
compuesta dada por y = f [g(x)] . Si f y g son derivables, entonces utilizando la notacion
de las diferenciables tenemos
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d d
=Wy =g

Considerando como producto dy : du
du dx

y tratando las derivadas como cocientes diferenciables llegamos a la siguiente regla.

dy dy du
Db AR A .q'
dx du dx W) -9'()

notamos que esta proporciona la derivada correcta de y = (x2 + 1)3 escribiendo

y= u y u= x> +1 yutilizando la regla tenemos:

dy dy du ) 2, 12
—=——=0Cu")2x)=6 +1
e a2 CH@x) = 6x(x7+1)

No se ha demostrado la citada regla, se ha planteado el siguiente teorema en la que se
supone que las variables se eligen de manera que la funcién compuesta f 6 g, esta
definida y que si g tiene la derivada en x entonces f tiene derivada en g(x).

REGLA DE LA CADENA.

Siy = f(u), u = g(x), y las derivadas dy/du y du/dx existen ambas, entonces la funcion
compuesta definida por y = f [g(x)] tiene una derivada dada por:

dy _ dy du

ax " du dx W9 = f'la(x)] g'(x)

Ejemplos.
Sea y = (3x” —7x+1)’ encontrar dy/dx utilizando la regla de la cadena.

dy _ dy du_ (Bu*)(6x—-7) = 5(3x% —7x+1)*(6x-7)
dx du dx
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Siy=+4-x2 entonces y=(4-x)" , y=u" u=4-x°

ﬂ _ dl diu — 1U_1/2 (—2X) — _X(4_X2)—1/2 — B —
dx du dx 2 (4—x2)”2 4 _x2

ACTIVIDAD DE REGULACION

Usando la regla de la cadena, calcula las derivadas de las siguientes funciones.
a) g(x)= (< +1) (x+1)°

b) f(x)=(3x+7)(x—1)2

Y=y

d) y=+/x3+1

e) f(x)= -
x3 +4

1.2.3 DERIVADAS SUCESIVAS O DE ORDEN SUPERIOR

Si el movimiento de un objeto lo describimos por la ecuacion S = %t3 —t? para el

tiempo en un intervalo de (0,10), sit esta dada en segundos y S en metros.

Calcula la distancia recorrida, la velocidad y la aceleracion para, a) t = 6 seg, b)t = 3seg,
c)t=2seqg, d)t=1seg.
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ACTIVIDAD DE REGULACION

Contesta las siguientes preguntas con base al problema del movimiento de un objeto.

¢, Puedes resolverlo aplicando las derivadas sucesivas?

¢ Qué calcularias primero, la velocidad, distancia, o aceleracién?

¢La primera derivada de f (x) que representa?

¢, Si S = f(t) que representa esta funcion?

La solucion del problema anterior, es la siguiente.

Si lo podemos resolver utilizando derivada de orden superior o sucesivas.

Se calcula primero la distancia, después la velocidad y por ultimo la aceleracion.
La derivada f’(x) nos representa, razén de cambio f(x) con respecto a x.

S =f(t) nos representa el desplazamiento de algun mévil en linea recta.

a)  Tenemos que calcular f (t), f (), () siendo S = f(t)

S = f(t) = %t3 —t2

Parat = 6 seg.

216

Desplazamiento: f(6) = —(6)° —(6)? = 7—36 = 72-36 = 36mts

1
3
Velocidad (primera derivada): f'(t) = t? — 2t

f'(6) = (6)*—2(6) = 36 —12 = 24 m/seg
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Aceleracion (segunda derivada): f’(t) = 2t — 2
f7(6) =2(6)-2 = 12—-2 =10 m/seg®

Es decir en t = 6 segundos el mavil recorrié 36m con una velocidad de 24 m/seg y una
aceleracion de 10 m/seg.

b)  Debemos calcular f(3), f  (3), f’(3)

f3) = %(3)3 S22 - %-9 9.9 -o0mts

f(3)=(3)°-2(3) = 9-6 = 3 m/seg
f7(3)=2(3)-2 = 6—2 =4 m/seg’

En t = 3 seg el mévil recorrié cero m, (empezé retrocediendo y en t = 3 habia avanzado
los que habia retrocedido. En t = 3 seg, su velocidad era de 3 m/seg y su aceleracion de
4 m/seg.

Resuelve los incisos “c” y “d” ¢Qué observas? Por ultimo observamos que si la grafica
de la funcion desplazamiento con respecto al tiempo tiene la forma:

S
(1) La velocidad es positiva 'y
constante, lo que implica que
la velocidad instantdnea es
la misma por cada instante y
- la aceleracion es nula
>t
0

¢ Cual es la gréfica para las otras funciones?
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ACTIVIDAD DE REGULACION

Ejercicios de aplicacion.

a) Sea f(x)=x"-2x"- Jx calcula £ (x)

b) Si f(x) :% calcular f*(x) enx=2

c) Sea h(x)=+24-x calcularf”(4)

Para los ejercicios del inciso d) al i) toma en cuenta que una particula se mueve segun la
ecuacion.

s=t —6t°, parat> 0 donde t esta en hrs. y s en km.

d) Calcula la aceleracion media en [3,5]

e) Calcula la aceleraciéon instantaneaent=5
f) Calcula la aceleracién instantaneaent =1
g)  ¢Aque el valor “t” es igual a 07

h) ¢ En que intervalo la velocidad es positiva?

i) ¢ En que intervalo la aceleracion es positiva?

La velocidad de un mévil se define como la derivada de una funcion.

f'(x) = 'lm] fx+h) - f(x)

Si el limite existe entonces la segunda derivada de f, sera:
_ lim f'(x +h)-f'(x)
h—0

£(x)
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Asi como la primera derivada f' (x) representa la razén de cambio de f(x) con respecto a
X, la segunda derivada nos da la razén de cambio f’(x) con respecto a (x).

Recordando que si S = f(t) es una funcion que representa el desplazamiento de algun
movil en la linea recta, entonces la velocidad instantanea v en 7, es,

lim +f111)—f(t)

h—0

si el limite existe

lo cual no es otra cosa que la derivada f(t), es decir v =f(t) o bien V (ds/dt) por lo tanto
vez la razon de cambio de S = f(t) con respecto a t ( 0 sea que la velocidad instantanea V
es la razén de cambio del desplazamiento del mévil con respecto al tiempo. Asi la
segunda derivada f de t con respecto a t sera la razén de cambio de la velocidad y se
llama aceleracion, entonces se tiene que:

frteh)—f(t)

Aceleracion V' = [f'(t)]' = lim 5
"

Resumiendo tenemos que si el movimiento de un objeto esta descrito por S como
funcion del tiempo, entonces S es una funcion real de variable dada S = f(t), la velocidad
V del objeto estara dada por la funciéon f ’(t) o bien ds/dt (si f es la variable) y la

W

aceleracion “a” sera la funcion V’ = f ”(1);

En general la derivada de orden n se denota £ o bien 7 3:
x

Ejemplo.
Sif(x) = x*, entonces:

S(x) = 4x°

f(x)=12x7

£ (x) =24x

fi(x) =24

f(x)=0

S (x)=0 sinesenteroyn>5
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ACTIVIDAD DE REGULACION

1. Calculaf’,f”yf"” de cada una de las siguientes funciones.
a) f(x)=6x>—4x* +x
b) f(x)=x*—2x* + 3x — 6
c) f(x)=ax’+bx’—cx+d

2. Encuentra la velocidad y la aceleracién de un objeto cuya posicién S en el tiempo t
esta dada por:

a) S=16t°+ 16t
b) S=4.9t+4t+4

1.2.4 DERIVADA DE FUNCIONES IMPLICITAS.

GENERALIDADES.- Las funciones se pueden expresar tanto en forma implicita como en
forma explicita.

. .z 2 ) . .y
Ejemplo: La funcién y =+/5—Xx" esta expresada en forma explicita, la misma expresién
en forma implicita queda y2 +x° =5,

Hemos estudiado las féormulas para derivar las funciones explicitas, pero sucede a veces
que debemos derivar una funcién implicita por que no es posible o resulta complicado

despejar la “y” esto lo resolvemos con el método de derivacién implicita que constituye
una aplicacion de la derivacion de una funcién de funciones.

PROCEDIMIENTO PARA DERIVAR UNA FUNCION IMPLICITA.

Derivamos término a término, tomando “y” como una funcién de “x”, en la expresion
resultante, despejamos dy/dx como lo hacemos en la ecuacion.
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En algunos casos retomamos las formulas.

| a) ¥ (uv)=uv’ +vu’ La derivada de un producto
b an net La derivada de una funcion elevada a un
) Y (U =n()"u exponente entero positivo
c) d(u)_vu-uv . _
dx L v 7\/2 La derivada de un cociente

y otras segun lo estime el problema.

Ejemplo. Derivar la funcion implicita x*+ y2 =5

Solucién: derivamos término a término con respecto a x

Sustituyendo
"(v2) = 2
y.(xz) ’ Y (¢ +y ~5)=2x+2yy -0
y'(y)=2y =2x+2y(y").ecuacion (1)
V'(5)=0

Despejamos y'de.1
2yy'=-2x . y= X

y

El ejercicio anterior lo podemos expresar en forma explicita y obtener su derivada.

Continuando con el ejemplo. Derivar

x2+y2=5 y=\/5—x2:(5—x2)”2
' 1 2\-1/2

y=§6—X) (—2x)

2x X

__2\/5—)62 __\/5—x2

u'=-2x V'

Comoy=-/5-x? , entonces se sustituye en la derivada y se obtiene la expresion y’ =— X
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Ejemplo. Derivar 5x> —xy+3°=0

En este caso aunque quisiéramos no es posible dar la expresion en forma explicita por lo
cual es necesario aplicar el procedimiento de la derivacion implicita. Solucion derivando
término a término con respecto de x.

y'(5x%) =10x
Y'(xy) =xy'+y
y (YY) =2y (y)

Sustituyendo, tenemos: y'(5x> —xy+y?) =10x—(xy+y)+2y
=10x—xy' -y +2yy

Despejamos ay:  —-xy'+2yy' = y-10x
y —10x
2y — X

V(Ex+2y)=y-10x y=

NOTA En general los resultados de los términos de las funciones implicitas incluyen a
“x” y a “y” como en el ejemplo anterior.

ACTIVIDAD DE REGULACION

Obtener la derivada de y con respecto a x en las siguientes funciones por el método de
derivacion implicita.

a) 5’ +2)°=1 . 5x ., 5x
sol. y'=—— 0 y=———
2y 1-5x2
2
2
b) xzyz—y2=x2 - xy2
sol. ——
Xy =y
2 2
c) x =5y° =3 sol. y'= X 6 y'= X
y 5 x? -3
5
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so. y'=——> 0 Yy=-—+

3y® 33/(5 - x)?
e) »'=2px P . . P
sol. y'==— 06 y'=
y ~/2px
f Sxy-1=0 soly=-Y 6 y=-'
X 5x
2_
9) x=3y" =3y sol, —
10y +3
hy x*—xy+y>=0 sol. y,:y—2x
2y —x
2.2 2.2 A 272 2
i)y b'x"—a’y =3ab sol. y'=¥
a’y
) x-5y"=2y sol. y'= 1
10y +2

1.2.5 DERIVADA DE FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Antes de entrar al campo de logaritmos es necesario hacer un recordatorio:

a) Reglas fundamentales de los logaritmos de cualquier base
1. log,AB=log,A+log,B
log,A/B =log,A—-log,B
logaA"=nlog,A

4. log,an-19a A
n

b) En las propiedades generales de los logaritmos, se indica , en todo sistema de
logaritmos el logaritmo de base uno.

c) En ecuaciones exponenciales; toda ecuacion que contiene a la incognita como
exponente se llama ecuacion logaritmica.

x-3

Ejemplo. log 5% + log * =2
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d)

e)

El numero “e”; se utiliza en las matematicas para el estudio de diferentes fenémenos
fisicos, biolégicos, econémicos y sociales, es un numero irracional que se expresa
e=2.718..... es decir,

1 m
lim (1+J =e = 2.718.....
m—oo m

NOTACION
log,u =Inu=Lu para los naturales
logu = log,u para los vulgares

DERIVADA DE log, u

Seay=log,u endonde u = f(x)
como y > u, estan en funcion de x, cuando se incrementa,

entonces y + vy, — y,,.u +u, —u, donde:

l.y+y,—y;=loga(u+uz—uy)
. yo—y;s=log, (U+uy—us)—log,u

Si observamos es de acuerdo a la regla fundamental de logaritmos segun el de a/2
log,A/B=log,A-log,B

Hacemos A=W+u,—u,) B=u
(U+uy —uy)
dedonde y, -y, =log ;| ————
. L u, —u, s U, —u,
al segundo miembro lo multiplicaremos por y lo dividiremos entre,
u

recordando que para dividir podemos multiplicar por el reciproco del divisor,

u+u, —u U, —U; Uy —U
Vs — Vi :Ioga[( 2 1)] 2 ~U1 Uz Uy

u u u
. Yz ~VY+ _ U log , (U+up —uq)| Uy —uy
h Uy, — Uy u uh
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de acuerdo a la regla de los logaritmos
log.A" =nlog,A
sabemos que nlog,A =log,A"

u

u+u, —u U,-u U, —u
log , ( 2 —Uq) Juprur Up — Uy
u uh

Yo—V¥s _ U log (U+up —uq)| Uy —Uy
h U, — Uy 2 u uh
ua — Uy

descomponemos: -
u

u
Y2-VY1 _ log , {(U+U2 —U1)}“2'“1 A u ;]U1
u u

como limite
u

. u+u, —u u,-u
lim {( 2 1)}21=e

Uy-u;—0 u

|imu:|ogae.1. ||mu
h>0 h u h»0 h
de donde y' = Iogiae '
u
log, e
y'log,u = gua u' ecuacion (1)
. . 3
Ejemplo. Derivar y =log—
X
y =log3x™ y'e Ioge[_ 3]
u= 3x_1 3X—1 X2
_ 3 3xloge loge
'=-1(3 S '=— oY= —
W= 1)) 7 = Y= RS =
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f) DERIVADA DE Inu
log, u se puede expresar como: log,u# =Inu=Lu
Sea = log, u

En donde u = f(x) de la férmula (1)

log, e .
y'log,u = 9. © u' si hacemos a = e, queda:
u
log, e
y'log . u = 9 €
u

como en todo sistema de logaritmos, el logaritmo de la base es un 1
log, e=1 de donde:

ylogeu =y'In =

C |l

ecuacion (2)

Ejemplo. Derivar y =In (ax + 3)

Dondeu=ax+ 3 vy aplicando laformula u'=a

’ 1 ! .
y'(Inu) =—u" Sustituyendo valores
u

1
ax+3

a
1

, a

ax+3

Derivar y = In(Inx)

Aplicando laformula u=Inx y u = 1

X

¥'(In(Inx)) = li.l _—

nx x xlnx
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g) DERIVADA DE UNA FUNCION EXPONENCIAL a"
seay=a"endonde u =f(x)

A la exponencial se le aplica logaritmos a los dos miembros de la ecuacion,
Iny =ulna y se deriva en forma implicita, desarrollamos el primer miembro con la
férmula (2) y el segundo miembro con la derivada de un producto.

¥y u[1j + Ina u'
y a

y

y

Ina u' despejamos y=yIlnau

Como y = a". Entonces:

| y@)=a"lnau ecuacion (3)

Ejemplo. Derivary = 1O +5x-6)
yv: 10(x2+5x—6) (1n10)(2x n 5)

y' = (2x + 5) 100¢-5¢6) |n 10

h) DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL e"
Seay=¢" en donde u = f(x) de la ecuacion (3)
y(@")=a" Inau hacemos a = e queda
y(e")=e" Ineu

Como en todo sistema de logaritmos, el logaritmo de la base es uno, Ine =1 Entonces:

| y(E")=e'u | ecuacion (4)
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Ejemplo. Derivar y=e* dondeu =x’

X3

Por lo tanto aplicando la formula resulta y' = e’ (3x?) = 3x% e

ACTIVIDAD DE REGULACION

Con base a los conceptos de funciones logaritmicas y exponenciales, deriva las
siguientes funciones para reafirmar tu conocimiento:

a) y=In(3x+Db)

sol.y =
y 3x+b
b) y=In(3x*+b) 6x
sol.y'= —
3x“+b
¢) y=In(ax+2) . a
sol.y' =
ax+2
d) y=In(2x") n
sol.y' = —
b
e) y=In(2xX’-3x*+5) 6x(x —1)
sol.y'=s —————
2x7 =3x" +5
3 ,_ log e
fy y=log— sol.y = g e
% X
3 6
g) y=In — sol.y = ————
X x(3+x7)
h) y= |n\3—2X2 So|_y’= —2X
3-2x?
i) y=2x Inx sol.y=2+2Inx
) y=é&* sol.y =2 e*
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1.2.6 DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DIRECTAS Y RECIiPROCAS

a) DERIVADA DE LA FUNCION SENO

Derivar:

y=sen (3x—-1)

y'=cos (3x—1) y(3x—1) = 3cos (3x—-1)

y=sen (3x*—1)

y=cosu-u =

y=sen?x Donde y = (sen x)?

y'=2senx y(senx) = 2senx cosx =

Dondeu=3x*-1 y u' =6x

cos (3x* — 1) (6x) = 6x cos (3x* — 1)

sen 2x

NOTA. Por la identidad trigonométrica se tiene que sen 2x = 2 sen x cos x

Entonces y (senu)=cosu- U

Derivada de la funcion seno

Empleando la regla de los 3 pasos encontrar la derivada de sen x.

b) DERIVADA DE LA FUNCION COSENO

Derivar:

y = COos 2x

'=—-senu-u’ =-sen 2x(2)

y’= -2 sen 2x

Entonces y (cosu)=-senu-u
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y =cos(3x” —x)

u=3x>-x , u'=6x-1
'=_senu - U =-sen (3x* — x) (6x— 1)

y' =—(6x—1) sen (3x2 - X)

Derivada de la funcién coseno



c) DERIVADA DE LA FUNCION TANGENTE

Derivar:

y =tan x — 2x
u=x u=1
y'=sec’ x(1) -2

y =sec?x—2

y=tan3/2x Dondey = tan(2x)"?

, 1 (tan 2X)72/3 d(tan 2X)

=3

1

dx

y = 5(tan 2x)_2/3 sec? 2x (2)

y= 2 sec? 2x
3 (tan 2x)2/ 3
Entonces

y (tanu)=sec’u-u’

Conu=2x ; u=2

Derivada de la funcion tangente

Empleando el método de los 3 pasos encontrar la derivada de tan x.

d) DERIVADA DE LA FUNCION COTANGENTE

Derivar:

X
y=200t5 Donde u = —
3 3

y'=2(—csc’ u)%

1

) u=—

3
SEPWLES
d 3 3
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f(x)= %cotﬂx Donde u=7x , u=7

1
y'= Z(_ esc’ 7x)(7) . Y= —%csc2 7x

Entonces y' (cotu) =—csc’u - u’ Derivada de la funcién cotangente

e) DERIVADA DE LA FUNCION SECANTE

» senu
=(cosu)”" y tanu="—
cosu cosu

Si tenemos presente que secu =

ysea y =secu endonde u = f(x)
como sec u = (cos u)™'
y =secu = (cos u)”

entonces y = (cos u)™'

. . -1
Derivamos aplicando: y'(u") =nu""u'

-1 -senu-u'

y' = —1(cosu -2 y'(cosu) =
feos ) cosu)? 1

,_ (senu)u’ senu 1 U
cos? u cosu cosu

Sustituyendo los cocientes por las identidades trigonométricas, se tiene:
y=tanusecu U’

Entonces y'(secu)= secu tanu u’ La derivada de la funcién secante
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Derivar:

f(x)=7sec§ u:% , u':%
, 1
y'="(secutan u)g
.7 X X
y=—sec—tan—
3 3 3
f(x) = sec 3x u=3x , u=3

y'=secutanu(3)

y =3sec3xtan3x

f) DERIVADA DE LA FUNCION COSECANTE

Derivar:

1 ’
y=20303x u=3x , uU=3
,_ 1
y = Z(—cscu cotu) (3)

y = —%csc 3x cot 3x

y=cscm u=1_x , u=(1_x)2
"= —csc cot 1 1

y - X 1-x (—x)2

= - 1 csc L cot 1

y (—x)2 1-X - X
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Entonces y'(cscu)= —cscu cotu u’ La derivada de la funcion
cosecante

NOTA La funciéon cosecante se obtiene en forma analoga a la secante, realiza ese
procedimiento para obtenerla.

ACTIVIDAD DE REGULACION

1.- Obtener la formula de la derivada de la funcién coseno.
2.- Obtener la formula para la derivada de la funcién cotangente
3.- Derivar las siguientes funciones trigonométricas
f(x)=tan2x
f(x) =secx’
f(x)=4sen2x
f(x)=3cosx/2

f(x)=3sen’x/2

f(x)=+/sen,x
f(x) = sen(l-x)*

£ = tan=)
+Xx
f(x) =2
~/SecC X
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1.2.7 DERIVADAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

FUNCION INVERSA.

1)

2)

Se llama funcién inversa de y = f(x) a la que se obtiene despejando x.

-7
Ejemplo: Funcion inversadey =2x+7 es x= P

Lainversa de sen x es arc seny, que se lee, angulo cuyo seno esy.

Si consideramos el arco en vez del angulo se usa la notacion, x = arc sen y; que se
lee, x igual a un arco cuyo seno es y perpendicular, x cony, en la expresion
anterior queda, y = arc sen x que es la funcioén inversa del sen x

Algunos autores escriben la expresion y = arc sen x en la forma siguiente:

y = sen 1 x que se lee; el seno inverso de x, lo cual, es lo mas usual en nuestro
medio por que sen ~'x, asi escrito podria leerse como (sen x) ~con exponente —1.

En nuestro estudio usaremos las expresiones en que se consideran el arco y angulo.

Las funciones trigonométricas inversas son multiformes, es decir que a cada valor
de la variable independiente le corresponde dos o0 mas valores a la funcién.

Graficas de las funciones trigonométricas inversas.

Recordando de nuestro curso de trigonometria, el procedimiento utilizando para
construir las graficas de las funciones trigonométricas directas, es el mismo para las
inversas, utilizando para ambas un sistema de coordenadas rectangulares.

Para las inversas el valor de las razones se indican sobre el eje horizontal de la x, los
angulos correspondientes se dan sobre el eje vertical.

Asi la grafica de la funcidn trigonométrica inversa del seno y que ilustra observamos.

a. La curva podemos extenderla independientemente hacia arriba y hacia abajo.

b. Si trazamos una perpendicular sobre el eje de las x, por ejemplo en el punto 0.5
le corresponde los angulos de 30 y 150 y todos los angulos que se obtengan
sumando o restando a estos 360, tales como 390, 510,... etc.

c. El valor de seno esta definido para cualquier valor de x aunque con objeto de
evitar confusiones al referirnos a una determinada parte de las funciones
trigonométricas inversas, se definen para cada una de ellas un arco que se le
llama arco que se le llama arco principal en el caso del seno esta representado
en la figura como un trazo mas grueso, se expresa.
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FUNCION

y = arc sen x

Para las demas funciones se tiene

y = arc Ccos X

y = arc tan x

y = arc cot x

y = arc sec x

y =arccscy

RAMA PRINCIPAL

—n/2<y<ml/2
-90° < y < -90°
O<y<rzm
0<y<180°
AT
2 4 2
90° < y <90°
AT
2 4 2
T, T
2 2
—180° < y < —90°
o Vs
0<y<5

0° <y <90°
T .7
EE A

-180° <y <-90°

T
0°P<y<—
Y 2
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Para las derivadas de las funciones trigonométricas inversas, inicialmente vamos a
demostrar que:

. sena
lim =1

a0 o

Este limite no se puede obtener con las reglas de los limites, para calcularlo utilizamos
algunas propiedades de la geometria y de la trigonometria.

AGB;BQ..LOA;. TA.TAN
T comparando..las..longitudes

B BQ < AB < AT (1)
Al Dividiendo(1)entre..0A
BQ <AB < AT (2)
OA OA OA
Por ser radios del mismo circulo.

OA = O_B_entoncesﬁ = ﬁ
OA OB
B : BO BQ
Como seno = _—gsustltuyendO:Q = _—g = .sena (3)
OB 0OA OB
L AB ,
ya se indica queO=A = ¢¢ valor natural del angulo (4)

AT
O=A =tana (5) sustituyendo en la igualdad .(2) los valores obtenidos en (3), (4) y (5)

queda ,sen sena < a < tan« (6)

y dividiendo la igualdad (6) entre sen & recordamos que

sena
sena sena (04 cosa
tano = entonces < < ; entonces;
cosa seno senao sena
a 1
1< < (7)

sena  CoSax
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como una desigualdad cambia de sentido al tomar los reciprocos, los tomamos

sena , .
1> > cosa sitomamos el limite cuando @ — 0 queda...
[o4
. Sena ) .
1> lim > limcos«a comolimcosa =1 tenemos
a—0 o a—0 a—0
. sena ) ) seno
1> lim >1 es decir lim = =1
a—0 [04 a—0 l04

a) DERIVADA DE LA FUNCION ARCO SENO

Derivar
y = arc sen5x’ y = arc senx
u=>5x’ "= \/;
u'=10x
,_  10x B 10x e 1 v v
1-(5x)?  [1-25x2 2/x 1-(IxF
b
po 1
Vi—=x  24x(1-x)
y’ = #
2/x-x?
Entonces y'arc senu = u' La derivada de la funcién
1— 42 inversa de arc sen

Si tenemos presente que sen? + cos? y =1, entonces cosy :wll—senzy; sea

y = arc sen u, de donde u =f(x) y escribiendo el inverso del arco sen u, se obtiene
sen y = u, la cual al derivarla como una funcién implicita.

seny =u’
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ul

cosyy =u despejamos y'=

(1)

cosy

como sen’y + cos’y = 1 entonces

la derivada de la funcion arco seno.

cosy =4/1— senzy sustituyendo en @)

. u
/ \[1-sen?y

como sen y =u, elevando al cuadrado los dos miembros sen’ y = u?, sustituyendo en y’

()

uV

arcsenu-=

1—u?

b) DERIVADA DE LA FUNCION ARCO COSENO

Derivar
X x 1 o1
Yy =arc.cos— u=—=—x , U=—
2 2 2 2
yo. M2 w2 w2 2
1= (x/2)? \/1_x2 4-x2 12/a-x°
4 4
y=- !
4-x2
2x 2% 2 )
y=arccos —— U=—=—Xx , u =—
3 3 3 3
yo_ 213 23 23 203
J1-(2x/3) \/1_4x2 \/9—4x2 1/3:/9 - 4x?
9 9
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u' La derivada de la funcién

Entonces y’ (arccos u) = — _
1-u? inversa arco coseno

De la forma analoga a la de arco sen encuentre la forma de arc coseno.

c) DERIVADA DE LA FUNCION ARCO TANGENTE

Derivar
y = arc tan 3x° u=3x> , u =6x
B 6x _ bx
PTG 149x
Derivar
- 2—x
y’= arc tan u= u= 1
3 3
' _1
y = u _ -1/3 _ 3 _ 3
1. (2% 2 1+(2_X)2 1+(4—4x+x2) 13 - 4x + x?
3 32 9
Entonces y' arc tan u = u La derivada de la funcién
1+u? inversa arco tangente

Teniendo presente que: sec’y —tan’y =1 y sec’y =1 +tan’y, sea y=arctanu en
donde u = f(x), escribiendo el inverso del arc tan u, el cual es tan y = u, derivando
como implicita:

ytany=u ; sec’yy=u
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despejando

!

y = (1)

sec’ y

entonces sec’y =1 +tan’y sustituyendoen (1)

u'

= 2
4 1+tan” y )

. 2
como tan y = u , entonces elevando al cuadrado los miembros, resulta tan y =u? y
sustituyendo en (2) obtenemos la funcién inversa tangente.

' —
yarctan u = D

1+u

d) DERIVADA DE LA FUNCION ARCO COTANGENTE

Derivar
b — . r_ 1
yzarccotE con ”_% ; ”‘A
. 1/2 1/2 4
- 2 2 2
1+ 4+ X 2(4 +x°)
4 4
y'=-= 2
4+ x°
Derivar
1 1
y = arccot 1+ x? con u=(1+x2)é ; u’=1(1+x2)é(2x)= X
2 Jrix?
X

1+(1+x2)1/ ? (x2 +2)(WJ
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u La derivada de la funcion inversa
1+ u? arco cotangente

Entonces y arccot u=—

De la forma analoga a la tangente inversa, encuentra la formula para la derivada de
arc cot.

e) DERIVADA DE LA FUNCION ARCO SECANTE

Derivar:

y=arcsec (3x+2) con u=3x+2 ; u =3
(I 3 —_ 3

y — —

(Bx+2)/(Bx+2)2 -1 (Bx+21/9x? +12x+3

Derivar:

2
y=arcsec x

y = 1 u‘(xz) : 2X : 2
x2/x* -1 X2\/X4—1 x\/x4—1
Entonces y arc sec u = u' La derivada de la funcion arco

2 secante
uvu- —1

Si sabemos que seczy - tanzy =1 entonces tanzy = seczy -1 vy tany= \[sec? y-1.

Sea y = arc sec u donde u = f(x), si escribimos el inverso de arc sec u, entonces :
secy=u

derivando como implicita. y'secy=u’; secy tany y =u’
despejando
, u'
y=———""" (1)
sec ytan y
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como tanzy :Sec2 y—1 y tany= \[sec? y -1

u
sustituyendo (1) y' = (2)
secy/sec?y—1

y si sec y = u entonces elevando al cuadrado los dos miembros sec’y = u® sustituyendo
en (2)

'

u

y'arc sec Y = ————
2
uvNu- -1

f) DERIVADA DE LA FUNCION ARCO COSECANTE

Derivar:
y = arc csc 2x con u=2x ; u =2
Yy u(2x)

2x/4x2 -1

o 2

o 2x/4x2 —1
g1

x~/4x2 -1

, B u' La derivada de la funcién arco

Entonces yarccscu= - m cosecante
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ACTIVIDAD DE REGULACION

Derivar las siguientes funciones trigonométricas inversas.

—_

arc sen (2x — 5)
arc sen (x /a)

arc cos (x /3)

A w0 DN

X2 arc cos (2x)

1+x
5. arc cot ——
1—x

6. arc sec
X

7. arccsc (1-2x)

EXPLICACION INTEGRADORA

Hasta este momento hemos visto los temas para derivar diferentes tipos de funciones,
desde las algebraicas, las exponenciales, las trigonométricas directas e inversas y las
derivadas de orden superior, esto nos prepara para un mejor entendimiento en lo que
respecta a las aplicaciones de la derivada.
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RECAPITULACION

FUNCION DERIVADA
A TRAVES DE LA RAZON
DE CAMBIO

DERIVADAS

ry

CONCEPTO DE DERIVADA
UTILIZANDO LA RAZON
DE CAMBIO COMO LIMITE

DE CAMBIO
A 4
NOTACION DE LA
DERIVADA
A 4
TECNICAS DE DERIVACION
DERIVACION DE
FUNCIONES ALGEBRAICAS,
TRASCENDENTES. REGLA DE LA
DERIVACION DE CADENA.

FUNCIONES IMPLICITAS.
DERIVACION DE
FUNCIONES
EXPONENCIALES Y
LOGARITMICAS

DERIVADAS DE ORDEN
SUPERIOR

A 4

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

DIRECTAS E INVERSAS

Existen muchos elementos interesantes en el desarrollo del fasciculo que te pueden

servir para complementar el esquema anterior, utilizalos y elabora otro.
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ACTIVIDADES INTEGRALES

Para reafirmar los conocimientos adquiridos hasta aqui, te sugerimos resolver los
siguientes problemas.

1. Un movil se desplaza de acuerdo a la ecuacién f(t) = 3t — 2t + 1. Determinar la
velocidad instantanea o tangencial de dicho movil después de haber transcurrido
3 segundos de iniciar su movimiento y ¢ cual es la razén de cambio?

2. Dada la siguiente funcién ¢cual es la razéon de cambio, al determinar su derivada
considerando que es una particula suspendida en el espacio?

(x) =5x°=3x + 2
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AUTOEVALUACION

Para la solucion de los problemas utilizamos el siguiente procedimiento.

1. Encontramos la derivada como limite.

f+h)-fQ©
h

J (@) =lim (1)

Si f(t)=3t°— 2t + 1 (2)
y f(t+h)=3(t+h)y -2(t+h)+1 (3)

Entonces desarrollando la 3, nos queda.
f(t + h) = 3 (? + 2th + h%) — 2t — 2h + 1 = 3t° + 6th + 3h* — 2t — 2h + 1 (4)

Sustituyendo 2y 4 en 1

. 3t2+6h+3h%2-2t-2h+1-3t> +2t-1 . 6th+3h%-2h
f(t) = lim = lim — >~
h—0 h h—0 h
f(t) = fim "@3N=2) i 614 3(0)-2 = 6t-2
h—0 h h—0

fl(x)y=6t-2 Es la derivada.

-La razén de cambio para 3t* es 6t
-La razén de cambio para -2t es -2

Sustituyendo a t = 3seg en f(x) = 6t — 2 encontramos la velocidad instantanea.

V=f(x)=6t—2 dedondeV=6(3)—-2 =18-2 =16 .. V=16m/seg.
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2. Si f(x)= £1ng St hz —/ ) (1) entonces
f(x)=5x" -3x+2 (2)
f(x+h)=5(x+h)>=3 (x+h)+2 (3)

Sustituyendo 2 y 3 en 1 tenemos.

3 3
f(x) = lim 2% *+N)" =3(x+h)+2-(5x" - 3x +2)
h—0 h

Efectuando las operaciones indicadas nos queda.

lim 5x3 +15x°h +15xh? +5h® —3x —3h +2 - 5x° + 3x — 2

fe0) = hIAO h
2 2
f(x) = lim 15x“h +15xh“ — 3h
h—0 h
2
f(x) = lim h(15x“ +15xh - 3)

h—0 h

f(x) = mwx? +15x(0) +5(0)> -3

t!irrg)15x2 -3 dedonde f'(x)=15x"-3
—

f(x) =

-La razén de cambio de 5x° es 15x°
-La razén de cambio de -3x es -3
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