Capitulo 5

La derivada

5.2 La derivada de una funcion

A continuacion trataremos uno de los conceptos fundamentales del Calculo, que es el de la derivada. Este
concepto es un limite que esta estrechamente ligado a la recta tangente, a la velocidad instantédnea y en
general a la razén de cambio de una variable con respecto a otra.

Recordemos que la recta tangente a una curva y = f(x) en el punto [xg, f(x0)] ha sido definida como la
recta que tiene por pendiente el nimero

ot @) = T (0)
T Zo Tr — X

en el supuesto caso de que este limite exista.
Cuando este limite existe lo llamamos la derivada de la funcién f en zy y lo denotamos por f’(xg). Es

decir:
f(@) — f(o)
T—xQ T — X
Si hacemos = — xg = h (0 sea © = xo + h), podemos escribir:
f(zo +h) — f(zo)
h

A veces se usa Az (incremento de x) en lugar de h y Ay en lugar de f(xg+ Az) — f(xo), en cuyo caso:

o) = fin

Ahora si podemos definir:

e Si existe el numero:

Se dice que:

La funcién f es derivable en xy v que f’(x) es la derivada de f en .
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e Si no existe f'(zg), podemos afirmar que la funcién f no es derivable en xy o bien que la funcién f
no tiene derivada en zg

Otras notaciones para f'(zg) son:

df (x)
dx

df

=
20 dx

dy

, &/
=X dz

) y/(l'())

T=x0

Ejemplo 5.1 Demostrar que la funcién f(x) = 3x? — 4z — 5 es derivable en o = 2

¥ Demostraremos la existencia de f'(xo) = f'(2)

flao+h) = flao)

o) = iy S
_ 2 _ _r_ 2 _ _
L e — i SEEW @) BB A2 h) 8] - 32 —4(2) = 5)

h—0 h h—0 h
, 3(4+4h+h*)—8—4h—5—-12+8+5

= lim —
h—0 h
. 124+ 12h + 3h? — 12 — 4h . 8h+ 3h?

= lim = lim ——— =
h—0 h h—0 h

i P38 3h) =8 43(0) = 8
h—0 h—0

f'(2)=38

Luego f’(2) existe, por lo cual f es una funcién derivable en xy = 2. Ademds la derivada de f en xg = 2
es f'(2) =8

[
Ejemplo 5.2 §i
f(l’) =4 - 1,2’
usando la definicion de la derivada, calcular f'(a) usando la definicion de la derivada.
Calcular también, usando lo anterior, f'(—=2) y f'(1).
v Calculamos el cociente diferencial
@) fla) _(-a?)—(4-a) d-a*-dtad _ —aPiad
r—a T —a B r—a - r—a
—(r2 — 42 _
= (@” = a') = _z=a@ta) =—(r+4a)sizx—a#0.,estoessix#a
T —a T —a
Ast:
f'(a) = lim J@) = fa) = lim[—(z + a)] = —2a.
r—a T —a r—a
Hemos demostrado por lo tanto que, en todo punto [a, f(a)] = (a,4 — a?®) la funcién es derivable y su
derivada es f'(a) = —2a.
Concluimos con esto que f’(x) = —2x para = € R.
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Usando este resultado, tenemos que

Ejemplo 5.3 Sea

f(z) =+v2x+ 1.

1
Aplique la definicion de la derivada para encontrar f'(a), con a € Dy = {—5, —I—oo).

v Calculamos el cociente diferencial del cual obtendremos el limite:

f(z) — f(a) _ V2r+1—+2a+1 _ V2z&r+1—+2a+1 y V2r+1++v2a+1

T —a T —a T—a V2r+1++2a+1
(2x+1) — (2a+1) B 2(z —a) B
S r—a) V2 F1+v2a+1) (z—a)(V2r +1+2a+1)
2

six—a # 0, esto es, si x # a.

T V2wt l+Va+1

Asi:
z—a T —a e—a /2x + 1+ +v/2a + 1
2 2 1

T V2at1+v2a+1 22at1l Va+1

1
Esta tltima expresion sélo tiene sentido si 2a + 1 > 0, es decir, si a > —5 Vemos que —3 € Dy pero ahi
la funcién f no es derivable, de hecho ni siquiera esta definida a la izquierda de —5 O

Ejemplo 5.4 Demostrar que la funcion g(x) = |z | no es derivable en el origen.

v Demostraremos la no existencia de g’(zg) en xy = 0.

T—x0 r — X9
—9(0 -0
§/(0) = 1im 2 =90 _ e [l = 100 e T2l
x—0 x — 0 x—0 x x—0 2
x x
Calculamos los limites laterales h’r(r]l u & h’m+ u Recuerda que ya lo hicimos en la Introduccién a
z—0" T z—0 X
la unidad sobre Limites.
l.z—-0 = 2<0=|z|=-2 =
i 2L i =% dm(—1) = —1
z—0— X z—0 T z—0
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2. 2-0" = 2>0= |z|=2 =

T T P
r—0t X x—0 I x—0
Entonces
lim m =—-1#1= lim m = h’mm no existe =
x—0— X r—0t X x—0 X

= ¢'(0) no existe = la derivada de g en zp = 0 no existe.

Por lo tanto, la funcién g no es derivable en xy = 0.
En cualquier otro punto si es derivable y se tiene:
1. g'(a)=1sia>0

Pues
g(x) —g(a) _|z|—la|] _z-a

=1, si x estd “cerca” de a

T —a T —a T —a
2. g'(a)=—1sia<0
Pues
o@) —o@) _|z|-la] —r—(ca) —wta_ —(roa) oo e
T —a T —a T —a T —a T —a

O

1
Ejemplo 5.5 Si g(x) = SR
x
Usando la definicion de la derivada calcular g'(a) para a € R.

Calcular también, usando lo anterior, g'(—3) y g'(2)

v Calculamos el cociente diferencial:

1 1
gla+h)—gla) 2+ (a+h)? 2+a

h - h
(2+a%) —[2+ (a+ h)’]
2+ (a+ h)*(2+a?)
h
(24— (2+a®+2ah+ 1)
h[2+ (a—+ h)2](2 + a?)
_24a*—2—-a®*—2ah—h*
 R2+(a+h)?(2+a?)
h(—2a — h) B
h[2+ (a+ h)?](2 + a?)
- “2a—h sih#£0
2+ (a+ h)*(2+ a?)
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Ast h 2% — h 2
g'(a) = lim 79( ) —9(a) = lim e -
h—0 h h—0 24+ (a+ h)?|(2+a?) (24 a?)?
1
Hemos demostrado, por lo tanto, que en todo punto [a, g(a)] = (a, m) de la gréfica de la funcién g,
a
—2
la pendiente de la recta tangente vale g'(a) = ﬁ .
Concluimos con esto que g'(x) = o arar € R
aue g (24 22)2 P '
Usando este resultado tenemos que:
R
2+ (—3)22 121
—4 1
/
9) — - _ =
f@)
Esta tangente tiene pendiente g/ (—3) = Wﬁl Esta tangente tiene pendiente g’(2) = 7%
-3 2

5.2.1 La regla de los cuatro pasos

Considerando la definicién de la derivada de y = f(x) en z:
Ay

f(x) — f(xo) _ Hmf(5170+h)—f(370) ~m 2Y
) T — To h—0 Az—0 AT

se puede decir que para obtener la derivada de f en x( tenemos que calcular

1. f(zo) obien f(zo+h) & f(xo).
2. El incremento de la funcién: Ay = f(x) — f(xo) = f(xo + h) — f(x0)

Ay f(z) = f(zo)  fzo+h)— f(x0)

3. El cociente de incrementos o cociente diferencial: el cociente Ar = = N
T T — Xo
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A _ _
4. El limite del cociente diferencial: lim 2y _ lim M = lim flwo + 1) = flzo)
Ax—0 Al’ T—x0 xr — X h—0 h

Algunos autores a este proceso para calcular la derivada de una funcién le llaman la “regla de los cuatro
pasos”.

Ejemplo 5.6 Utilizando la regla de los cuatro pasos, calcular la derivada de la funcion f(x) = 4a — 5% —
6z + 7 en x = a.

A —
v Utilizamos la igualdad f'(a) = Ah’m0 A—i = lim w

1. f(a) =4a®—5a* —6a + 7
2.

Ay = f(x) = fla) =
= (42® = 52% — 62 +7) — (4a® — 5a® — 6a +7) =
= 4(2® — a®) — 5(2® — a*) — 6(x — a)

3.
Ay f@)-fla)
Ax T —a
_ 4(z% — a®) — 5(2? — a®) — 6(z — a) _
_ 4z —a)(z* + za+a®) —5(x —a)(z + a) — 6(x — a) _
(z —a)
= 4(z* + ax + a®) — 5(z +a) — 6, para ¥ # a
4.

lim 2Y i L@ =)
Az—0 Az r—a T — a

= lim[4(2® + az + a*) — 5(x + a) — 6] =

=4(a* +a*+a®) - 5(a+a)— 6=
= 4(3a%) — 5(2a) — 6 = 12a* — 10a — 6

A
Entonces f'(a) = Ah’m0 A—y = 12a? — 10a — 6 para cualquier @ € R
T— €T

Ejemplo 5.7 Mediante la regla de los cuatro pasos, calcular f'(x) para f(x) = o —1

6



CAPITULO 5. 5.2. LA DERIVADA DE UNA FUNCION

v Para calcular f'(z) en un x € Dy arbitrario, utilizamos la igualdad

F(a) = lim Y = pj LEEN = /@)

Az—0 AQL’ h—0 h

1. flx+h)=Vr+h—-1

2. Ay=flx+h)— flx)=vVo+h—-1—+yz—1

Ay fl@+h) = f(z)  Vre+h—-1-Vr—1
Az h B h

4 1tm DY g FE AR f@)
" Ar—0 Axr h—0 h

Vr+h—1—+yx—1 y Ve+h—-14+vVz—-1]
h—0 h Ve+h—1++yx—1
o (V1P - (a1
=0 h(yVr+h—1++z—1)
(x+h—-1)—(z—1)
= 111Im =
=0 h(vor+h—1++z—1)
, z+h—-—1—2+1
= lim
=0 h(vVz +h—1++z —1)

h
:l/ pu—
0 (Ve h—1 + vz = 1)
= lim L =
0T+ h— 14V — 1
1 1

T Vri—l+vi-1 2Vz-1

Luego
lm DY g J@EW =@ 1
Az—0 Az h—0 h 2vx —1
Por lo tanto,
f(z) = ! o bien i\/ar—l = !
Vo —1 dx C2yr—1
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f (=) f(@)

Esta derivada existe para cada z > 1. Aunque 1 € Dy = [1,+00), observa que f no esta definida a la
izquierda de 1 y por lo tanto no tiene sentido calcular

i DY g SO ZFW)
Az—0—- Ax  h—0— h h—0

fA+h) - f(1)
h



