Capitulo 12

Series

La posibilidad de dar sentido a la suma de un nimero infinito ordenado de
nimeros reales, es una de las consecuencias importantes del concepto funda-
mental de limite de una sucesién. Esta nueva operacién, propia del calculo,
da lugar a la nocion de serie numérica, que de hecho se ha manejado desde
el primer capitulo de este texto, con la representaciéon decimal de los niimeros
reales. Ahora, con el apoyo de la teoria de los limites, se retoma ese concepto
y se demuestran los resultados basicos sobre convergencia de series numeéricas,
incluyendo los criterios mas importantes para comprobarla. Finalmente, se in-
troduce la familia de las funciones analiticas, definidas como aquellas que son
representables como series de potencias. Esta clase de funciones resulta ser de
gran importancia en varias areas del analisis mateméatico y sus aplicaciones.

12.1 Definicién de serie y su suma

Cada sucesién de ntmeros reales {ax},—, da lugar a la sucesién de sumas
. o0 .
parciales {s,} _, definida por
n
Sp=a1+as+---+a, = g ai, para n=1,23, ...
k=1

A esta sucesién de sumas se le llama serie inducida por la sucesion {ay}r, v
oo

se denota con el simbolo E a0 Y poy ag. A la sucesion inicial {ag},-, se le

k=1
dice sucesion de sumandos de la serie y - | ay.

Ejemplo 12.1. (a) La sucesién real {1/k};-, induce la serie armdnica

. G T A
{Sn}nzlz{ZE} =27

k=1 n=1 k=1
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. s oo /7 . . z
(b) La sucesién {rk} 4 » donde 7 es un numero real, induce la serie geomé-
trica

n

{sn}nzi = Z rt

k=1 n=1

o0 )
= E k.
k=1

Para la serie geométrica con r # 1, el n-ésimo término de la sucesion s,
de sumas parciales esta dado por

n
sn:r+r2+--~+rnzu, n=123...,
1—r
como se deduce directamente de la relacién
TSy — Sp = 1"t — 7.
Para r = 1, la serie geométrica coincide con la sucesion de numeros

naturales {n} -, . <

Tomando en cuenta que una serie es una sucesion de ntimeros reales, se dice
que la serie Y 77 ay es convergente a S (o que tiene suma S) si la sucesién
correspondiente de sumas parciales {> ;_, ar} .., tiene por limite al nimero

p p k=1%kJpn=1 P
S. En tal caso, se escribe

o0 n

E ar = lim E a, = S.
n—oo

k=1 k=1

Si una serie no es convergente, se le llama serie divergente.

NoTA IMPORTANTE. Si la serie Y ., ai es convergente, denotamos a su
suma S con el mismo simbolo que la serie, es decir S =Y~ | ay.

[e.9]

- - r(l—r")~™
Ejemplo 12.2. La serie geométrica E ap = E rk = {—}
1—r 1
k=1 k=1 n=1 n
r
es convergente si |r| < 1y tiene por limite o suma el nimero S = 1 .
-7

Si |r| > 1, la serie geométrica es divergente. <

Ejemplo 12.3. La serie Y ;- (—1)* no es convergente, ya que la sucesién de
sumas parciales correspondiente toma los valores

0 si n es par
Sp =
—1 si n es impar

y, por tanto, no converge. <

NoTA IMPORTANTE. Si se modifica un niimero finito de sumandos de una
serie convergente, la serie resultante seguira siendo convergente.
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12.2 Propiedades de las series convergentes

Las propiedades de las sucesiones convergentes que se presentaron en el capitulo
3, se trasladan de manera automatica al caso de series.

Proposiciéon 12.1. Las propiedades principales de las series convergentes son:

(i) La sucesién de sumandos de toda serie convergente es una sucesién con-
vergente a cero.

(ii) La suma y la multiplicacién por un nimero real de series convergentes
es una serie convergente. Mds ain, si Y oo a, = Sy > oo be = M,
entonces » - (Aag + by) = XS + M.

Demostracién. Si Y -, a; = S, las sucesiones de sumas parciales{s, } -, =
Do ant yA{pnto, = {ZZZ; ar} convergen ambas a Sy por tanto, su di-
ferencia, que es la sucesién de términos {a,41}, ., deberd converger a cero, es
decir,

lim a,y; = lim p, — lim s, = 0.

n—oo n—oo n—oo
Por tanto, la sucesion de los sumandos de toda serie convergente es necesaria-
mente convergente a cero.

Para probar la validez de (i7), observemos que las series > >~ (a + by) y
> re 1 Aay, son la suma y el producto por un escalar de sucesiones convergentes,
por lo que seran convergentes a la suma y al producto por el escalar de los
limites correspondientes a esas sucesiones. <

NoTA IMPORTANTE. La convergencia a cero de los términos de una serie
no es condicion suficiente para asegurar su convergencia. Basta considerar
como contraejemplo la serie arménica Y, 1/k, la cual, a pesar de que su
sucesion de sumandos tiende a cero, tiene una sucesion de sumas parciales que
crece sin limite, como se muestra con las estimaciones siguientes:

1,1 2 1
3 474 2
1+1+1+1>4 1 >1
5 6 7 8 8 2
IS B B IL B
n 41 2042 on+1 ontl’ 9
es decir, la sucesion sn:zzzli,nzl,l&...es tal que Sgn+1 — Sgn > 1/2

y por tanto sen > n/2, lo cual muestra que la sucesion de sumas parciales no
es acotada y, consecuentemente, la serie armonica no es convergente.
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Antes de discutir los diversos criterios de convergencia, introduciremos al-
gunas de las familias de series de mayor importancia:

. . , o0 . ., . .
(a) Se dice que una serie de nimeros reales » .-, aj es una serie positiva si
ap >0 parak=1,2,3...

(b) A una serie de la forma
Z(—l)kﬂak, con ap >0 para k=1,23,...,
k=1
se le llama serie alternante.

. . o) . ;- . .
(c) Se dice que una serie )~ a, es una serie telescopica si existe una
sucesion real {by},, tal que
ap =bg1 — by para k=123, ...

En el caso de las series telescépicas, cada una de sus sumas parciales s,
paran =1,2,3,... es de la forma

n
Sn = g ap = bn+1 - bl;
k=1

en consecuencia, la serie telescopica sera convergente si la sucesion co-
rrespondiente {by},-, que la genera es convergente y, en ese caso,

00
E Qp = lim bn+1 — bl.
= n—+00

- 1
Ejemplo 12.4. La serie Z ——— es telescopica ya que
o k;(k:1+ 1) 1 1

S

y, por tanto, su suma es

> 1
Zmzlq

k=1

12.3 Series positivas

Consideremos ahora una serie de términos positivos > -, aj. La caracteristica
mas notable de las series positivas es que su sucesiéon de sumas parciales es
una sucesion creciente y positiva de nimeros reales y por eso, de acuerdo al
teorema 77, serd convergente si y sélo si es acotada, es decir, si y solo si existe
M > 0 tal que
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n

>

k=1
Desafortunadamente, este criterio de convergencia es a menudo dificil de aplicar

y resulta mas conveniente recurrir al llamado criterio de comparacion, que
consiste en comparar una serie positiva con otra serie cuya convergencia o di-
vergencia se conoce, pudiéndose deducir de esto la convergencia o divergencia
de la serie inicial.

<M, n=123,...

Teorema 12.1. (Criterio de Comparacion) Siy po | ax ¥ > peq by son series de
términos positivos tales que >~ ap = Sy by < ag, para k > N con N € N,
entonces, la serie Y o by es convergente y >~ by < S. Andlogamente, si la
serie Y, ay es divergente y aj < by, para k > N, entonces la serie ) ;- b

es divergente.

Demostracion. Para mostrar la validez del criterio de comparacion, observe-
mos que bajo las hipotesis se tiene, para cada n > N, que
N—

n )
E (053 < E A = S — E Q.
k=N k=N k=1

y entonces obtenemos la estimacién

N-1 N-1
Zbk— wazbk ZbHZak S=D ax+ b
k=1 k=1
lo cual muestra que la sucesion de sumas parmales S ibg,n=1,23,.. . ¢s

acotada por el nimero S — Zk:l ap + Zk:l bi y, por consiguiente, la serie
> pe; by es convergente.
Por otro lado, si la serie > 7, a) es divergente y ay < by para k > N,

entonces
n N-1 n N-1 n
E ap = E ap + E Qg < E ap + E bk
= k=1 k=N k=1 k=N
y por tanto, la sucesién » ;_\ by crecerd sin limite cuando n — oo, ya que es
. , oy . n .
mayor que la sucesién de nimeros positivos D, _; ax, que diverge. <

De la aplicacion del criterio de comparacion con respecto a la serie geomé-
trica, se deduce el llamado criterio del cociente, que se enuncia en los términos
siguientes:

Teorema 12.2. (Criterio del cociente o criterio de d’Alembert!). Si la suce-
sién de nimeros positivos {ay},-, es tal que
. Ok
lim =L
k—o0 ag

Y

'Por Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783), matemdtico que participé en la publicacién
de la Enciclopedia francesa.
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entonces la serie Y ;- | ax es convergente si L < 1y es divergente si L > 1.

Demostracién. Supongamos primero que L < 1. De la definiciéon de limite,

1 —
dado r = — < 1, existe un nimero natural N tal que

1-L
i1 L‘ < ——, para k > N. (12.1)
Qe 2
Luego,
1+ L

y la aplicacion reiterada de esta ultima estimacion, nos lleva a
k—N+1

1+ L
A1 S (——g ay, para k > N.
Esto significa que cada término a4 con £ > N de la serie inicial, es menor
1 L 1 L —-N
o igual que el término by 1 = el con = ( —12- ) Ve ( 42_ ) .

Al ser r < 1, la serie geométrica Y .-, r* es convergente y mayor, término

a término, que la serie inicial )., a; a partir de k& = N. Entonces, por el
. . ., . . o0 .
criterio de comparacion, se deduce la convergencia de la serie ) 7, aj. Si, por

lo contrario, se tuviera L > 1, tomando r = % y aplicando la estimaciéon
(12.1), se tendria

L—-1
ak+1—L>—T para k > N,

Qg
o equivalentemente,
L+1

Qy1 2 ay para k > N.

Aplicando repetidamente la estimacion anterior, se obtiene que

L+1\"
AN+tn = 5 ay paran=1,23,...

y, tomando en cuenta que (L 4 1)/2 > 1, se tendra
s = (L+1\"
Suzary (%57
k=N k=N
y, por el criterio de comparacién, la serie Y-, aj serd divergente. <

NOTA IMPORTANTE. Si para una serie de términos positivos Y72, ay se
tiene limy,_, ag11/ar = 1, entonces no se puede asegurar la convergencia ni la
divergencia de tal serie. Para mostrar lo anterior, basta observar que tanto la
serie convergente de términos positivos y ., 1/[k(k + 1)] como la serie diver-

, . o). o0 ., .
gente de términos positivos » ., 1/k, son tales que su sucesion de cocientes
{ak41/ar},, es convergente a 1.
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Ejemplo 12.5. La serie ).~ , k3e=* es convergente ya que al aplicar el criterio

del cociente se tiene
li (k+ 1% 1 <l.«
im - —~+—— =~ )
k00 k3e—k e

Teorema 12.3. (Criterio de Cauchy?) Si la sucesién de niimeros positivos

{ag}=, es tal que
lim a, = L,
k—o0
entonces la serie Y ;- | ay es convergente si L < 1y es divergente si L > 1.

Demostracion. Si limy_,o /ay = L < 1, existen » < 1 y N natural tales
que {/a; < r < 1 para k > N. Luego, a, < r* si k > Ny, por el criterio de
comparacion, se sigue que Y .- ai es convergente.

Por el contrario, si limy_,o /ay = L > 1, existiran » > 1 y un natural N
tales que /ap > r > 1 para k > N; luego, a, > r* si k > N vy, aplicando el
criterio de comparacion, se tendrd que Y.~ a;, diverge. <

Teorema 12.4. (Criterio de comparacion al limite) Sean {ay},—, v {bx}rey
sucesiones de nimeros positivos y

donde L es un niimero no negativo o 0o:
a) Si L <ooy > o, by converge, entonces > .. a; también converge.
k=1 k=1
b) SiL>0 - . by diverge, entonces > . . a; también diverge.
Y 2k=1 g k=1 g

Demostracion. Si L < oo, entonces existe una etiqueta N tal que

%<L+1 para k > N;
k
luego,

ar < (L+1)b, para k> N,
y aplicando el criterio de comparacién, se concluye que la serie Y . aj es
convergente. Para probar (b), observamos que si L > 0, existird una etiqueta
N tal que
a L
b > —, para k > N,

by 2
por tanto,

2
b < 7 %, Para k> N,
y entonces, si » -, by, diverge, aplicando el criterio de comparacién concluimos

, ., . .. Qg
que Y o a; deberd también ser divergente. Note que si lim — = oo, se
- k—o0 O

2Por Augustin Louis Cauchy (1789-1857), matemadtico francés mencionado en el capitulo
primero.
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a
tendria que b—k > 1 para toda etiqueta mayor que un cierto natural K. Luego,

k
b < aj para k > K, y por el criterio de comparacién se concluye que, si
> re by diverge, entonces Y -, aj diverge. <

Ejemplo 12.6. La serie Y ;- (Vk?+ 1 — k) es divergente ya que para cada
k € N se tiene la comparacion
1

1 1
VE2+1—-k= > > .
VE2+1+k  2VE2+1 2k+2
Dado que la serie Y - | 1/(2k+2) es divergente, por el criterio de comparacion,
la primera sera también divergente. <

Ejemplo 12.7. La serie > -, sen(1/k) es divergente ya que al compararla
con la serie inducida por la sucesién {1/k};-, se observa que
1
- sen (1/k) 1,
k—oo  (1/k)
luego, al ser > -, 1/k divergente, la serie ).~ | sen (1/k) serd divergente. <

Teorema 12.5. (Criterio de la integral) Si la sucesién {ax},, es tal que a
partir de una etiqueta N se tiene ay = f(k) para k = N, N + 1,..., donde
f 1 [N,00) — R es una funcién continua, positiva y f(x) < f(y) si ¢ > v,

entonces
o

Sa v [ e

k=N
convergen ambas o divergen ambas.

., P N+K
Demostracion. Comparando, para cada natural K, el término ZkIN ay, con

la integral [ Jifv K f(z)dz, en virtud del cardcter no creciente de f, se tiene la

estimacién siguiente:
N+K N+K N+K

S feen< [ s@de< Y sb).

N
Nétese que los términos Z]kvj]\[,{ (k+1)y Z]kvj]\lf (k) son las sumas inferior
y superior de Darboux-Riemann, respectivamente, asociadas a la particion
P={N,N+1,N+2,...,N + K} del intervalo [N, N 4+ K|, como se observa
en la figura 12.1.

Tomando limites cuando K — o0, se tiene que

00 00 00
Y ki < / fla)de <) ay,
k=N N k=N

lo cual demuestra que la serie Y ,- \ a; v la integral impropia | ]30 f(z)dz, o
ambas convergen o ambas divergen. <
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f(x)
F(N) Suma superior
de Darboux-Riemann
FIN+1)|--
T r——
T
1 N N+1N+2 - N+K

Figura 12.1: Sumas inferior y superior de Darboux-Riemann

Ejemplo 12.8. Una aplicacién importante del criterio de la integral se da en
la determinacion de la convergencia de la serie

1
> = (12.2)
k=1

donde p es un nimero real fijo. Comparando con la funcién f(x) = 77, se
tiene que kP = f(k), luego, tomando en cuenta que
o

/ z Pdx = —1 x 7Pt
1 11— P 1

se concluye que la serie (12.2) converge si p > 1y diverge si p < 1. <

o0

12.4 Series absolutamente convergentes

Una serie Y -, aj se dice absolutamente convergente si la serie de nimeros
no negativos » ;_, |ax| es convergente. La importancia de este tipo de series
radica en el resultado siguiente.

Proposiciéon 12.2. Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Demostracién. Sea ), aj una serie absolutamente convergente y conside-
remos las sucesiones de sumas parciales {s,} >~ = {30 ar} v {pn}roy =

n 00 ., . ., , . . 50
{> i1 laxl},—, - Por hipétesis, la sucesién de términos no negativos {p,},~,
es convergente y, por tanto, estd acotada por algin nimero M > 0. Aplicando
la desigualdad del tridangulo se tiene, para cada i = 1,2,3,..., que

n n
g Z’akl < M7
k=1

2w
k=1 =
., ., . o
lo que muestra que también la sucesién de sumas parciales {s,} _ es acotada
por M. Ahora formemos la serie con términos no negativos
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o0
+
D>
k=1
donde a;f = a; si ax = 0y af = 0sia, < 0y, andlogamente, la serie de
términos no negativos

o0

D

k=1
donde a;, = —ay si ap < 0y a, = 0sia, > 0. Por la hipétesis, estas dos
ultimas series tienen sucesiones de sumas parciales acotadas y, por tanto, al
ser no negativas, las dos series son convergentes. Por otro lado, la serie inicial
puede escribirse en la forma

oo oo oo
_ + -
D a= af = ap,

es decir, es la diferencia de dos series convergentes. Luego, la serie Y, | ay es
también convergente. <

(=D"
k2

o
Ejemplo 12.9. La serie Z es una serie convergente ya que es absolu-
k=1

tamente convergente pues

(=D"
k2

NE

=1
:Zﬁ
k=1

A
ﬂ.

y esta ultima es convergente.

NoOTA IMPORTANTE. (a) Si una serie y -, a; es absolutamente conver-
gente, se tiene que:

o0 o0 o0
—Z!ak\ < ak<2|ak\-
k=1 k=1 k=1

(b) Es oportuno hacer notar, que si bien toda sucesion absolutamente con-
vergente es convergente, no necesariamente una serie que no es absolutamente
convergente es divergente, por ejemplo, la serie Y ;- (—1)¥/k no es absoluta-
mente convergente pero si es convergente, como lo probaremos después de la
seccion siguiente.

12.5 Los criterios de Abel y Dirichlet

Los criterios que hasta ahora hemos presentado se refieren a la convergencia o
divergencia de series de términos positivos. En este apartado incluiremos dos
criterios que se aplican a series que no convergen absolutamente y se basan en
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la llamada férmula de Abel® para las sumas parciales. Incluimos su aplicacién
a las series alternantes

Teorema 12.6. (Formula de Abel) Si {ay}r—, v {bx}r—, son dos sucesiones y
{sn} | es la sucesién de sumas parciales s, = Y ,_, a; entonces, para cada
n € N, se tiene que:

n n

Z akbk = Z Sk(bk - bk+1) + Snbn-',-l‘ (123)

k=1 k=1

En consecuencia, Y~ aiby es convergente si Y -, Sp(bg—bk11) ¥ {Snbnt1}oy
convergen.

Demostracién.

n

Z apby = Z(Sk - Skfl)bk
k=1

k=1

n n
= E Siby — E Skbr41 + Spbpy1
k=1 k=1

= Z Sk(bk - bk-i—l) + Snbn+1>

k=1

donde hemos tomado sy = 0. <
NOTA IMPORTANTE. La formula de Abel es analoga a la férmula de inte-
gracion por partes.

Corolario 12.1. (Criterio de Dirichlet*) Si la sucesién de las sumas parciales
de la serie Y ;- | ay, estd acotada y la sucesion {by },- , es decreciente y converge
a cero, entonces la serie Y .- | aiby es convergente.

Demostracién. Sean s, = »_,_, ax y M una cota para esa sucesion, es decir,
| sn |< M para todon € N.
Por ser {b;},-, decreciente, se tiene
| s(bk — bry1) | < M (b, — bi41)

. 0o
y, entonces, la serie > - | sx(br, — by41) es convergente, pues es absolutamente
convergente, ya que

o0

Z | sk(br — brt1) |< MZ(bk — bg1) = Mby.

k=1 k=1

3Por Niels Henrik Abel (1802-1829), mateméatico noruego.
4Por Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), matemético aleman, autor de la
definicién moderna de funcion.
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Por otro lado,

lim | spbpsr |< M lim | by |[=0
n—o0 n—o0

y, por tanto, tomando en cuenta la férmula de Abel (12.3), concluimos que la
serie Y -, aiby converge. <

Corolario 12.2. (Criterio de Abel®) Sila serie Y, | a, converge y la sucesion
{bx},—, es decreciente y convergente, entonces la serie > .- | agby, es conver-
gente.

Demostracién. Repitiendo la argumentacion dada en el corolario anterior y
. o0 .

tomando en cuenta la convergencia de {s;bi},_, se concluye la validez de este

corolario. <

Corolario 12.3. (Criterio de convergencia para series alternantes) Toda serie
alternante Y -, (—1)*"'a;, donde a; > 0 para k = 1,2,3,..., que satisface
las condiciones

am=Zay=--za =y lima,=0
k—o00
te. Mas atn, 1 i6n d ial kg
es convergente. Mds atn, la sucesién de sumas parciales s, = >, (—1)
paran =1,2,3, - satisface la desigualdad
o0

Sop < Z(—l)kﬂak < Sonq41-

Demostracion. La convergencia de la serie Y - (—1)*"a; se sigue directa-
mente de la aplicacién del criterio de Dirichlet. La estimacién de la desigualdad
es consecuencia del comportamiento de las sumas parciales pares e impares.
Concretamente, la sucesién de sumas parciales pares s, es creciente ya que
Sont2 = Son + Qopt1 — Qont2 2 Sop

Analogamente, la subsucesion de sumas parciales s, 1 para las etiquetas im-
pares es decreciente ya que

Son+3 = San+1 — Q2n+2 T A2n43 S S2nt1-
Siendo ambas sucesiones convergentes a la suma Y .- (—1)*"a;, se sigue la
validez de la desigualdad dada en el enunciado del corolario. <

2k + 1
Bk—1"
convergentes. La primera satisface las COIldlClOIleS del crlterlo de Dirichlet,
mientras que la segunda, las del criterio de Abel. «

Ejemplo 12.10. Las series alternantes Z

°Por Niels Henrik Abel (1802-1829), mateméatico noruego.
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12.6 Series de potencias

En esta seccion consideraremos series numéricas que dependen de una variable
real z en la forma > .~ arz®. A este tipo de series se les llama series de
potencias y, como veremos, generalmente definen una funcién con derivadas
de todos los érdenes en cierto intervalo. Esta familia de funciones es de gran
importancia para el calculo y sus aplicaciones.
El primer concepto asociado a las series de potencias es el concepto de
intervalo de convergencia que se define como el maximo intervalo abierto [
t tal da val I, la seri éri P k
con centro en cero tal que para cada valor x € I, la serie numérica ) ., ax
es absolutamente convergente.
Para justificar el concepto anterior, supongamos que al tomar z = xg, la
serie > 1, aprk es convergente. Si tomamos ahora otro valor y con |y| < |z
k=1 %o gente. Yy (Y 0ls
. 0o
tendremos que la serie Y -, azy* resulta ser absolutamente convergente, ya

que
o0 o0 y o0
St < 3 ol £ Pl < A3

donde r = |y/zo| < 1y M es cota de la sucesién de términos de {akx’g}:"zl :
que existe en virtud de la convergencia de la serie de potencias en x = xg, es
decir,

lagrh| < M para k =1,2,3,...
Tomando en cuenta lo anterior, tenemos que

o0 o0
Z|akyk| < MZrk conr <1
k=1 k=1

y, aplicando el criterio de comparacion entre series positivas, concluimos que
la serie es absolutamente convergente.

NoTA IMPORTANTE. Al valuar una serie de potencias en x = 0, se tiene
una serie convergente a cero. Mas atin, es posible que sélo en ese punto la serie
sea convergente; por ejemplo, tenemos el caso de la serie Y, | klz*, que sélo
es absolutamente convergente en x = 0, ya que para cualquier otro valor de x
se tiene

(B DYz
lim —————
k—o0 k!|x|*
v la serie solo converge para x = 0. El otro caso extremo se tiene cuando la
serie es absolutamente convergente para todo x € R, como es el caso de la
serie de potencias Y .-, z¥/k!, cuyo intervalo de convergencia es (—oo, o).

= lim (k + 1)|z| > 1,
k—o0

o]
1
Ejemplo 12.11. La serie de potencias Z Exk tiene por intervalo de conver-
k=1

gencia a (—1,1) ya que si |z| < 1 se tiene que
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. k
dm gyl <t

y, por el criterio del cociente para series positivas, la serie es convergente. Note
que si x = 1 la serie de potencias no es convergente. <

Como se ha mostrado, una serie de potencias define, salvo excepciones, una
funcién f que denotaremos

flz) = Z apx®,
k=1

cuyo dominio es el intervalo de convergencia. Enseguida mostraremos que
si la serie es absolutamente convergente entonces la funcién f es derivable y
calcularemos tanto su derivada como sus primitivas.

Lema 12.1. Si la serie de potencias Y ;- | axz" es absolutamente convergente

en (—c,c), entonces la serie
oo
g kagx*1
k=1

es también absolutamente convergente en (—c, ¢).

Demostracién. Para cada z € (—¢, ¢), probaremos la convergencia absoluta
de la serie > 50 kapzy ' Sear > 0 con |zg| + 7 < ¢; tomando en cuenta que
|zo| + 7 € (—c, ¢), se tiene que la serie

> laxl(|zol + )"
k=1

es absolutamente convergente. Por otro lado, por el desarrollo de una potencia
de un binomio, se tiene que

k
k o
(Jzo| +7)* = [aol* + Klaol*'r + ) ( ) |o|F9r
j=2 J

y, entonces,

klzo* ™t < = (|mo| 4+ 1)"

S|

[ee) 1 o0
; Jarllzol™™ < - ;Iak!(lxo! +7)

Tomando en cuenta que la serie de la derecha es convergente pues |zo| + r €
(—c,c), por el criterio de comparacién, tenemos que la serie positiva de la
izquierda deberd ser también convergente, con lo que se prueba el lema. <

NoTA IMPORTANTE. El lema anterior nos permite concluir que cada una de
las series de potencias obtenidas tomando derivadas de orden superior, término
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a término, de una serie de potencias inicial, seran también absolutamente
convergentes en el mismo intervalo ( ,c). Es decir, las series

Z k(k — 1)aga™ Z E(k —1)(k — 2)apz®3,
son absolutamente convergentes en ( c, c).
Apoyados en el lema 12.1 probaremos la proposicion siguiente.

Proposicién 12.3. Si la serie Y -, axz” es absolutamente convergente para
toda x en un intervalo I = (—c,c), entonces la funcién f definida mediante
f(z) =>"p2, axx® es derivable en I y su funcién derivada tiene la forma

d oo
4 r) = Zkakxk_l, x el
k=1

Demostracién. Para probar la proposicién anterior, sean xg € I, h y r tales
que r >0, xg+r € I y |h| < r. Demostraremos que

h—0

lim {f(xo th) = Z keay,zh~ 1} ~ 0. (12.4)

Aplicando el teorema del valor medio, escribimos, para cada k =1,2,3,...,
Bk —
(o +h)* — af = k!

donde zyp, € (7, xo + h). Sustituyendo esas estimaciones en (12.4), se tiene

fo + h Z kayrh~ Z kag(zt —abh). (12.5)

Aplicando nuevamente el teorema del valor medio, podemos escribir
(@ —af™") = (k= D)2 (w0 — 20),
donde 2y, € (2o, Tgp)- Sustltuyendo esta nueva estimacién en (12.5), tenemos

ro + h
f( 0 Z kakx Z k' akzk h (Ik,h - l‘o)

]h]Zk akzkh :

Tomando en cuenta que
o0

Zk(k— 1)|ag||2zen]* 2 < Zk’ — 1)lag|(lzo| + )2
2
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y que la serie de la derecha es absolutamente convergente para = = |zo|+7r € I,
como consecuencia de la aplicacién reiterada del lema 12.1, se tiene

lim flzo+ h Z kay, x

h—0

=0,

lo que prueba que

Z kakxk g

NOTA IMPORTANTE. La proposicién 12.3 permite afirmar que cada funcion
dada como serie de potencias tiene derivadas de todos los ordenes y esas fun-
ciones derivadas se obtienen derivando término a término la serie inicial.

Proposicién 12.4. Bajo las hipétesis de la proposicion 12.3, la funcién f(z) =
> oo, axx® tiene por antiderivada en (—c,c) a la funcién g dada por la serie

de potencias
o0

k=1

ak:c , xen (—cc).

Demostraciéon. Si Y 7, |ax||z|" converge para z en (—c,c), dado que para
todo k=1,2,3,... se tiene que

1
k k
apr”| < |agx
k+1 | :
podemos afirmar, en virtud del criterio de comparacién, que la serie
o0
> [yt
Al
k+1
es también convergente para T en ( ¢,c). De aqui se deduce que la serie
> [ | = 1o IZ rair"
k+1
k=1 ‘ +
s .. 00 k
también converge para cada x en (—c,c). Como la serie inicial ) -, apx
se forma derivando término a término la serie E T 1ak:ck+1, aplicando la

k=1
proposicién 12.3, se tiene
dg
) = f(a),

/iakxk dz = i/akxk dz. <
k=1 k=1

lo que demuestra que

NoOTA IMPORTANTE. (a) Las series de potencias también aparecen en la
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forma .2 | ay(x—1x0)* y lo que hemos dicho y mostrado se extiende de manera
natural trasladando el origen x = 0 al punto © = x.

(b) A las funciones representables como series de potencias se les llama fun-
ciones analiticas. Estas funciones tienen derivadas de todos los érdenes y cada
n-suma parcial de la serie de potencias corresponde a su polinomio de Taylor
de orden n. Una observacién importante aqui es que no toda funcion que
tenga derivadas de todos los érdenes es representable como serie de potencias.
Enseguida daremos el ejemplo tipico al respecto.

Ejemplo 12.12. La funcién
0 siz <0
€Tr) =
/(@) {e_l/x2 siz >0

d 2
tiene derivadas de todos los 6rdenes en x = 0, con valor cero, ya que d—e 1a® —
x

9 2
—3671/’”2 si 2 >0y dado que lim _3671/””2 = 0, se tiene
T r—0 r
d 0 sizr <0
dx —e six > 0.
T

Aplicando repetidamente un argumento analogo al anterior, se prueba que f
tiene derivadas de todos los 6rdenes y éstas se anulan en cero. Lo anterior
implica que el polinomio cero es el polinomio de Taylor de cualquier orden
de esa funcion y si esa funcion fuera representable en serie de potencias, ésta
deberfa ser la serie idénticamente cero, lo cual no es posible pues f(z) # 0 para
toda x > 0. Esta situacién se presenta debido a que los residuos de Taylor no
convergen a cero cuando el orden del polinomio crece. <

Ejemplo 12.13. Las siguientes funciones elementales son funciones analiticas.

= 1
(a) e* =1+ Z E:ck para x en (—00, 00);
k=1 """

> -1 k—1
(b) senz = Lx%_l para x en (—00, 00);
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s (Qk)!(x)%ﬂ
(e) arcsenx = Z 22k 1) para z en (—1,1). <

Ejercicios y problemas del capitulo

Convergencia de Series

12.6.1. Determine la convergencia de las series siguientes.

(a) iﬂ (b) iﬂ (c) ikig (d) i(_
£ 2k3 + 3k + 5 Kk k3 —dk+ 1 P

12.6.2. Encuentre la suma de las series siguientes.

o (=1 o K2 S 12k +1
(a) Z o (0) T (c) (1) TokL
k=1 k=1 k=1

12.6.3. Escriba la expresién general de la serie cuyos primeros sumandos se escriben
a continuacién.

(8) 24 24 24 = 4o
379" 27
(A SR S R
227497916 16-25 ' 25-36
4 4 4 4 4

()

1.5 5.0 70.13 13.17 1791

12.6.4. Haciendo uso de la definicién de convergencia de una serie, justifique en

cada caso la convergencia o divergencia de las series siguientes.
1 1 1 1

lb o mdm——foee; (D) 2444+8+16+324---.
(@1l+g—gF+g—g+t5 (2+4+8+16+32+
12.6.5. Aplicando los criterios para convergencia, determine la convergencia o di-

vergencia de las series siguientes.

— k — k — 1 - 1
(a) Z RN (b)z [N (C)Z ik (d)sten(%);

&:1 k:olo . k;l . kozol .
S (D" - iy
<>;<x@>, (N2 (gg 100 (h); NG

12.6.6. Determine si las series telescopicas siguientes convergen o divergen.

0o 00 k+1

tan(k + 1) — arctan k b 1 ;

z::arcan + arctan k); ()kzln o
- 1 — 1

d .

o (wmwm)  Ynea
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12.6.7. Escribiéndolas como series telescépicas, encuentre la suma de las series

dadas a continuacion
D o

k- k(k+1)
() > o5 (b)z oh T Z:lkJrl\[Jrk\/ﬁ

k=1 k=1

12.6.8. Examine la convergencia de las series siguientes comparandolas con series
conocidas.
o

— (—D*
@ 5 UppE=es

k=1
o0
12.6.9. Pruebe que si g ay, converge y ax > 0, entonces g sen ay converge.
k=1 k=1

12.6.10. Determine la convergencia o divergencia de las series de términos positivos

siguientes.
o

— Kk — k! 1+k!
(G)Zma (b)k 72k (@;M,

k 1
RUA 2k [
Z kk ’ Z ’

12.6.11. Determine la convergencia absoluta, la convergencia o la divergencia de
las series siguientes.

w3 Y fj 0y
= Vk ' £ )2 e (—2)F

R ©F jreng () s
k=1 k=1 k=1

12.6.12. Aplicando el criterio de la integral, establezca la convergencia o divergen-
cia de las series siguientes

1
(a) E s E k:2 , donde n es un nuimero natural;
k_

8li

1 1

©) 2 g @ kZQk(lnk)P’

conp>1(yconp<l1).

bl
||
N

12.6.13. *Evalie las series
o0 1 n
. (b K2kt
(“)kzo 013 — 203 % ) kzl

oo
12.6.14. (a) *Pruebe que si para una serie de términos positivos Z ay se tiene

k=1
que klim kar = L > 0, entonces la serie no converge.
—00
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o0

(b) *Demuestre que si una serie arbitraria g ap es tal que klim k*ar = L, en-
—
k=1 o
tonces la serie converge.
(e.)
12.6.15. *Sea g ar, una serie de términos positivos.
k=1

(a) Aplicando la férmula de Abel, pruebe la validez de la expresién siguiente para
las sumas parciales de la serie:

n n
Zak = Z k(ax — ags1) + nany1.
k=1 k=1

o)
(b) Supongamos ahora que la sucesién de términos positivos E aj, es convergente
k=1

y que la sucesién de sus sumandos {ay} -, es decreciente. Pruebe que la serie
o0

Z k(ap — ar+1) es también convergente y que klggo kaj = 0.
k=1
12.6.16. *Encuentre la constante ¢y tal que la seriez W converge para ¢ > g
k=1

y diverge para 0 < ¢ < cg.

oo
12.6.17. *Dé un ejemplo de una serie alternante Z(—l)kakH , ar > 0, que sea

k=1
1 1 1 1
divergente con lim aj = 0. (Sugerencia: Considere laserie l —~+-——+4—-—---.)
k—o0 4 3 16 5
> 2
12.6.18. *Diga por qué la serie Z ——5 converge a un nimero irracional.
k=1

12.6.19. *Diga si cada uno de los enunciados siguientes es falso o verdadero.

o0
(a) *Siap > ¢ > 0 para cada k, entonces la serie Z ay, diverge.
k=1

oo oo
(b) *Siar <0y Z aj converge, entonces Z a: converge.
k=1 k=1

[e.e] o0
Qs L.
(c) *Si g aj converge, entonces E — diverge.
a
k=1 k=1 ¥
o0
(d) *Si lim a; = 0, entonces E a2 converge.
k—o0 1
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e) *Si Zak converge, entonces Z(—l)kak converge.

k=1 k=1

o

(f) *Si Z ay, es absolutamente convergente, entonces Z(—l)kak es también ab-

k=1 k=1

solutamente convergente.
o0 (0.)

(g) *Si Zak converge y Z(—l)kak converge absolutamente, entonces Zak

= - k=1
converge absolutamente.

(h) *Toda serie se puede escribir como serie telescépica.
Series de Potencias

12.6.20. Considere la serie de potencias > 3>, axz®. Aplicando el criterio del co-
Ak+1
a
serie de potencias es igual a 1/r. Andlogamente, aplicando el criterio de Cauchy, si
klggo {/|ax| = r, entonces el radio de convergencia de la serie de potencias es igual a

ciente de d’Alembert, si lim
k—o0

= r, entonces el radio de convergencia de la

1/r. Haciendo uso de los criterios anteriores, calcule el radio de convergencia de las

series:
i (4a + 1)k

00
k=1 + k=1

12.6.21. Encuentre la serie de Taylor de las funciones siguientes en el punto mar-
cado a la derecha y determine el intervalo de convergencia de tales series.

(a) f(x) =e” en el punto o = 3; (b) f(x) = V2 + x en el punto zy = 0.

12.6. 22 Diga para qué valores de x las series siguientes convergen.

b 1 1 1\* >\ senkz

; — <>;k(+x), @3
— (22 + 3)F e

(d) kZ:lM, (e) Z ok nk

12.6.23. Diga, en cada uno de los casos siguientes, en qué intervalo es valida la
representaciéon para la funcién dada a la izquierda.

o) X 1\k—1
() —— = S 2k, (b)ln(l—kx)zz(l]zxk.
k=0 k=1

en el intervalo

12.6.24. A partir de la representacién de la funcién f(z) =

(—1,1) mediante la serie de potencias
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o0

L k
= €T s
11—z
k=0
encuentre la representacién de las funciones siguientes como series de potencias en
x y senale el dominio de validez de esa representacion.

(@ 9w) = 5= () 9la) = Gz

2
(© 9@) = 1 (d) g(e) = In(2— 2),

12.6.25. *Para cada una de las series de potencias siguientes, determine el intervalo
de convergencia y su suma en los puntos de ese intervalo.

o

(a) 1—4z+162% — 642° +--- =Y (=1)"(4x)¥;
k=0
o0
(b) 1-3—2-4x+3-52° —4-62° +--- = (1) "k(k +2)a*;
k=1
(c) 2+42* + 62" +82% + 1025+ - = Z 2k 2(F1),
k=1

12.6.26. *Aplicando la derivada a una serie de potencias conveniente, evalde la
n

suma Z K2kt
k=1

12.6.27. (a) *Pruebe que Inn! > / Intdt =nlnn—n+ 1.
1

o0 k
(b) *;Para qué valores de x la serie de potencias Z k;{—i converge absolutamente?
k=1
oo
12.6.28. *Supongamos que la serie de potencias Zakxk tiene como intervalo
k=1
de convergencia a (—2,2), y sea n un entero positivo. Encuentre el intervalo de
convergencia de las series siguientes.

(@) D ai(e =15 () Daia™s (€ anlw+1),
k=1 k=1 k=1



