Capitulo 11

Ecuaciones diferenciales
elementales y aplicaciones

El gran impacto que ha tenido el calculo diferencial e integral en las ciencias
y la tecnologia moderna se debe al desarrollo de la teoria de las ecuaciones
diferenciales. El concepto de ecuacién diferencial es el apropiado para la for-
mulacién de las leyes dindamicas que gobiernan los fenémenos naturales y el
control de los procesos de la industria y la tecnologia.

De manera andloga al concepto de ecuacién algebraica, que se introduce en
el ambito de los niimeros y las operaciones aritméticas, una ecuacién diferen-
cial es una expresion en términos de funciones y sus operaciones, que incluyen
la toma de derivadas de cualquier orden. En el caso de las ecuaciones diferen-
ciales, las incognitas son funciones y el problema de encontrarlas o “despejar-
las” es el objetivo de los métodos de solucion o integracion de esas ecuaciones.

Entre las ecuaciones diferenciales mas importantes en las aplicaciones,
estan las ecuaciones de movimiento de Newton, la ecuacion de Navier-Stokes
para la dindmica de fluidos, las ecuaciones del electromagnetismo de Maxwell
y muchas otras en las diferentes areas de la ciencia.

En este capitulo, y como una introduccion a la teoria de las ecuaciones
diferenciales, se estudia la familia de las ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes de primero y segundo orden, es decir, que incluyen
primeras y segundas derivadas, y se muestra cémo se aplican los métodos del
calculo desarrollados previamente para calcular sus soluciones. Se presentan
varias aplicaciones al movimiento de los cuerpos en la vecindad de la superficie
de la Tierra.
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11.1 EIl concepto de ecuacién diferencial

Las ecuaciones algebraicas, como las ecuaciones de segundo grado o los sis-
temas de ecuaciones lineales, que conocemos desde la escuela secundaria, son
expresiones que incluyen operaciones algebraicas entre niimeros e incégnitas
igualadas al nimero cero. Por ejemplo, la ecuacién de segundo grado

r? +ar+b=0,
o el sistema de dos ecuaciones lineales no homogéneo en dos incégnitas y con
coeficientes reales

ar +by—c=0

dr +ey— f=0.
Resolver estas ecuaciones, significa encontrar valores para las variables o in-
cognitas x,y de tal manera que al sustituirlos en las expresiones se obtenga
una identidad.

Anélogamente al caso algebraico, una ecuacién diferencial es una expresion
entre funciones e incognitas relacionadas mediante operaciones propias de fun-
ciones, que incluye las de derivacion de los distintos 6rdenes.

Por ejemplo, la expresion

d2y dy 2

@%—x@—(x +2)cosx =0, x € (a,b), (11.1)
define una ecuacién diferencial en (a,b) donde la incégnita es la funcién y =
y(x). Al orden méximo de derivacién de la funcién incognita se le llama orden
de la ecuacion; asi, (11.1) es una ecuacién diferencial de segundo orden.

Resolver la ecuacién diferencial significa encontrar las funciones y = y(x)
definidas en (a, b) tales que al sustituirlas en la ecuacién se obtenga una iden-
tidad entre los términos a la derecha y a la izquierda del signo de igualdad.

Ejemplo 11.1. La funcion
y(xr) = rsenzx
es una solucién de la ecuacién diferencial

d2y dy 2
2 —I—mdx (x4 2)cosx =0
en (0,1), ya que para cada x € (0, 1)
Y (a)
e T senx + T cosT
y
d*y

5(7) =2cosx — zsenw,

y al sustituir en la ecuacion diferencial obtenemos
(2cosz — xsenx) + x(senw + xcosw) — (z° 4+ 2) cosx = 0. <
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11.2 La ecuacién y'(x) + a(x)y(x) = f(z)

Sean a y f funciones continuas en un intervalo (a, b). A la ecuacién diferencial

Y1 a(a)y = f(x) (11.2)

se le llama ecuacion diferencial lineal no homogénea de primer orden.
Para encontrar todas las soluciones de la ecuacién (11.2), tomemos una
antiderivada g(z) de a(x) :
g
@(iﬂ) = a(z).
Multiplicando ambos lados de la ecuacién por la funcién e9®) se tiene

eI [% +a(z )y] = 9@ f(z). (11.3)

Observando que el lado izquierdo de (11.3) es la derivada del producto entre
e9@) y y(z), escribimos (11.3) en la forma

L (e5y(2)) = o) £ (2),
Luego, tomando zg € (a,b) e SiCntegrando,
Sy(a) = e y(ag) + [ )t
de donde se obtiene la solucién general de la egflacién (11.2), en la forma

y(z) = ¥ =9y (70 4 / e90-9(5) £ (1) dit.

zo
Ejemplo 11.2. Considere la ecuaciéon diferencial en R

d—y + (cosz)y = senx cosx.

Una antiderivada de a(z) = coszx es la funcién g(x) = senx. Luego, tomando
xo = 0, la solucién y = y(z) de la ecuacién es

y(x)=-e Seng”y(O)—f—/ eSS N T gon ¢ cos t dt
0

e integrando por partes, se obtiene
y(x) = y(0)e™*" + senx — 1.
Note que el valor de la solucién en x = 0 determina la solucién. <

11.3 La ecuacién y"(z) + by'(z) + ay(z) = f(x)

Veamos ahora cémo los métodos desarrollados hasta aqui se aplican a la re-
solucion de la ecuacion lineal no homogénea de sequndo orden con coeficientes



11. Ecuaciones diferenciales elementales y aplicaciones 241

constantes )
dy  dy
— + b= = 114
2 + P +ay = f(x), ( )

donde a, b son constantes reales y f es una funcién continua arbitraria.
El estudio de (11.4) lo iniciaremos con el caso homogéneo:

P’y dy
—= + = = 0. 11.5
dz? + dz tay ( )

Las soluciones de la ecuacién (11.5) tienen las propiedades siguientes, fa-
cilmente verificables.

(i) La funcién y = 0 es solucién de (11.5).

(ii) Siy = y(x) es solucién de (11.5), entonces la funcién z(z) = y(xr — xo)
también lo es.

(iii) Siy; v y2 son dos soluciones de (11.5), entonces la combinacién lineal
y(x) = oy (x) + Pyz(x)
con «, f € R es también solucién de (11.5).

d
(iv) Siy = y(x) es solucién de (11.5), también lo es la funcién d_y
T

11.3.1 La ecuacién y”(z) — cy(z) =0

En este apartado, encontraremos las soluciones de la ecuacién diferencial ho-
mogénea de segundo orden
d?y
Fre (x) —cy(z) =0, (11.6)
donde ¢ es una constante real.
Distinguiremos los tres casos siguientes:

(a) ¢c=0.

Las soluciones de la ecuacién d—g(:ﬂ) = 0, se obtienen directamente, y
x

son de la forma
y() = ax +

para cualquier par «, 5 € R.
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(b) ¢>0.

2
. ‘s )

Las soluciones de la ecuacién —= (z) = cy(z) se pueden encontrar en-

sayando con funciones de la forma y(z) = € y observando que, al

sustituirlas en la ecuacion, se tiene la relacion

7,267'32 — Cerx7
la cual se satisfard si el nimero r tiene alguno de los valores siguientes

= \/E7 Tro = _\/E

Por tanto, las funciones y;(x) = eV y yy(x) = e vV son dos solu-
ciones particulares y entonces cualquier combinacién lineal de esas dos
soluciones,

y(x) = eV 4 femVer

con a y 3 constantes arbitrarias, también es solucion.

(c) ¢<O.
Ahora la ecuacion se escribe en la forma
d2y
@(ff) = —|cly(z)

y observamos que las funciones y;(z) = sen+/|c|z y y2(x) = cos /|c|z
son dos soluciones particulares y las combinaciones lineales

y(a) = asen (]e|z) + B eos(y/]elz),

con « 'y [ constantes arbitrarias, forman una familia de soluciones.

Enseguida mostraremos que las familias de soluciones que hemos encon-
trado para los distintos casos de la ecuacién (11.6) agotan todas sus soluciones
posibles. Para probar esta afirmaciéon, demostraremos primero que si una
solucién y = y(x) de la ecuacién (11.6) es tal que en el punto z( se anula su
valor y el de su derivada, es decir y(zg) =0y —y(xo) = 0, entonces y(z) =0

dx
para todo x € R.

d2
Lema 11.1. Sea y = y(z) una funcién definida en R tal que d—g(a:) = cy(x)
x
d
con ¢ € Ry ademas y(zg) =0y d—y(xo) = 0. Entonces y(x) = 0 para todo
x
z e R.

Demostracién. Sea x € [xg,20+a) con 0 < a < 1y 0 < alc] < 1. Por el
teorema del valor medio, podemos escribir

(@)~ y(zo) = S (en)(z —20) (1L.7)
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donde z; € (xg, ). Andlogamente, aplicando el teorema del valor medio a la

Ny Yy . -
funcién —= en el intervalo [z, 1], podemos escribir

dx

d2y

Do) - Lo = T2

dx dx (z2) (21 — o) (11.8)

donde z5 € (z¢,x1). Combinando (11.7) y (11.8) se tiene
2

y(w) = 5 (@2) (01 — m0)(w — o),

d
y considerando que d—g(x) = cy(x), se tiene que
x

y(x) = cy(xse)(z1 — x0)(z — 20). (11.9)

Repitiendo ahora el argumento para el punto x5, obtendremos

y(z2) = cy(xy)(x3 — x0) (2 — 0) (11.10)

con x3, x4 € [Tg, Ta) y, sustituyendo (11.10) en (11.9) tenemos
y(a) = y(wa) (w3 — w0) (22 — w0) (21 — 70) (2 — 0).
Repitiendo el argumento anterior k veces y tomando valor absoluto, arribare-
mos a la estimacién
ly(2)| < Mcta™
donde M es cota de y = y(x) en [zg, ¢ + a]. Tomando limite cuando k — oo
se tiene que y(z) = 0 para x € [xg, 2o + a). Se sigue, por continuidad, que

d
y(xo+a)=0y —y(xo + a) = 0. Podemos repetir el argumento anterior en el

intervalo [z + a,zo+ 2a) y concluir que el intervalo donde se anula la funcién
y = y(z) se extiende indefinidamente a la derecha de z,. Por un argumento
similar se extiende también indefinidamente a la izquierda de x, con lo cual
se prueba que y(x) = 0 para toda x € R. <

A partir del lema 11.1, se sigue que si dos soluciones de la ecuacién (11.6)
y sus derivadas toman el mismo valor en un punto, entonces coinciden en
todos los puntos de R, ya que su diferencia, al ser también solucién y anularse
junto con su derivada en un punto, se anularda en todo R, lo cual significa
que ambas soluciones coincidiran y serdn entonces la misma. A este resultado
se le conoce como el teorema de unicidad de la solucion para el problema de
condicién inicial.

Tomando en cuenta el lema 11.1 y sus consecuencias sobre la unicidad de
la solucién, observamos que si se establece de antemano en un punto inicial
xo el valor de una solucién a la ecuacién (11.6) y el de su derivada y se en-
cuentra alguna solucion que tome los mismos valores en xy, entonces esa sera
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la tinica solucién con esas propiedades. Como las familias de soluciones que
hemos encontrado para los distintos casos de la ecuacién (11.6) dependen de
dos coeficientes o parametros, entonces, dados dos valores prescritos para la
solucién y su derivada en un punto, siempre podremos encontrar dentro de
esas familias, una funcién con esos valores. Comprobemos esto con algunos
ejemplos.

d2
Ejemplo 11.3. La solucién de la ecuacién d—z(x) = y(x) tal que y(1) = 2
x
d
y —y(l) = —1, se encuentra buscando en la familia de soluciones y(x) =

dx
ae” + Be™™ aquella que satisfaga tales condiciones. Para ello, a y § deben

satisfacer
ac+Pe =2 v ae—pet =—1,

le-ly p= %e. Luego, la solucion buscada es

es decir, a = 3

1 3
y(x) = §ez_1 + §e1_x. N
d%y
Ejemplo 11.4. La solucién de la ecuacién @(x) = —4y(z) tal que y(0) =1
dy

y —(0) = —1, se encuentra buscando en la familia de soluciones y(z) =

acos2x + [sen2x, aquella que satisfaga esas condiciones; es decir, a y 3

deben satisfacer )

Oézl7 ﬁ:—é

Entonces, la solucién es la funcién y(z) = cos 2z — § sen 2. <

Ahora veamos que cualquier ecuacién homogénea de segundo orden con
coeficientes constantes es equivalente a alguna de las anteriores, en el sentido
de que un cambio de variable la reduce a uno de estos casos. En concreto, si
y = y(z) es solucién de la ecuacién diferencial (11.5) y sustituimos la funcién

2(w) = y(a)es”
en la ecuacién (11.5), tendremos
2
% (e_%xz(x)) + b(% (e_gggz(x)) + ae_gxz(x) = 0.
De aqui se obtiene que la ecuacién diferencial para z = z(z) es

d?z b2
a2 \1 Y

b2
que es una ecuacion de la forma (11.6) con ¢ = 7@

d? d
Ejemplo 11.5. Para la ecuacion d—y + 2d_y + 3y = 0 tal que y(2) = 0
T x
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d b?
y d—y(2) = 1, se tiene que ¢ = 7%= —2. Para encontrar la solucién,
x
resolvemos primero la ecuacion
d*z

xg(lj ::__QZ(x)a

cuyas soluciones son de la forma
2(x) = arcos V2z + Bsen 2z
y dan lugar a la familia de soluciones de la ecuacién inicial, que es de la forma
y(z) = e cos V2z + fe " sen V2.
Para calcular los valores de « y /3, usamos las condiciones iniciales:

0 = y(2) =ae?cos2V2 + Be 2sen2v/2
1 = —2(2) = —e (a— BV2)cos2v2 — e (B + av/2) sen 2v/2),

de donde

e? e?
a=——- sen2\/§, = — cos2V/2.
V2 ’ V2

Asi que la solucién es

e2fx

y(z) = 7

Resumimos la discusién anterior en el teorema siguiente.

sen (V2(x —2)). <

Teorema 11.1. La soluciones y = y(z) de la ecuacién diferencial lineal de
2

segundo orden homogénea con coeficientes constantes d—‘z + bd—y +ay =0
x x
estan definidas para = € R y son:
eigm [Oze \/b22—4ax n /Be\/b224az]

si b2 —4a>0

y(r) = e_gz(a + 53:) si ¥ —4a=0

e_gm[acos< a—ﬁfx)%—ﬁsen( a—fm)] si b®—4a <0,

NOTA IMPORTANTE. (a) Si y; = y1(z) ¥ y2 = y2(x) son soluciones de la
ecuacion homogénea (11.5), a la funcién

con a, 5 € R.

Woas (0) = 12 (0) 22 (2) — () )

se le llama wronskiano® de y, y 2, y tiene la propiedad de que
dw

Y w
dr ’

Por J. M. Hoené de Wronski (1778-1853), matemético polaco de ascendencia checa.
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es decir, W(x) = W(0)e ™, de donde se deduce que W(x) # 0 para toda
x € R si W(0) # 0.

(b) Siys = ys(x) y ys = ya(x) es otro par de soluciones de (11.5), entonces
Wys e = Wy, 4, para alguna c € R.

11.3.2 Método de variacion de constantes

Para encontrar todas las soluciones de la ecuacién de segundo orden no ho-
mogénea

—+bd—i+ay=f(w), (11.11)

hagamos primero la observacion siguiente: si y; = y1(x) y y2 = y2(x) son dos
soluciones de (11.11), entonces su diferencia y; — yo es solucién de la ecuacién
homogénea (11.5). Tomando en cuenta esto, bastard conocer una solucion
particular y, = y,(x) de la ecuacién no homogénea para conocer todas sus
soluciones, las cuales seran de la forma
Yy = yp + solucién general de la ecuaciéon homogénea.

Esta observacion reduce el problema de encontrar todas las soluciones de la
ecuacién (11.11), al célculo de sélo una solucién particular de dicha ecuacién.
Para encontrar una solucién particular de (11.11) consideraremos el método
de variacién de constantes,® que consiste en construir una solucién particular
para la ecuacién no homogénea (11.11) a partir de las soluciones de la ecuacién
homogénea (11.5). Si denotamos por y; = y1(z) ¥ y2 = yo(z) un par de solu-
ciones de la ecuacion lineal homogénea cuyas combinaciones lineales generan
todas las soluciones de esa ecuacion y ahora buscamos una solucién particular
de la ecuacion no homogénea (11.11) de la forma

2

Up() = 21(2)ys () + 2(@)y2(x) = Y zi(2)yi() (11.12)

=1

donde z; = z1(z) y 22 = 29(z) son dos funciones a determinar, al sustituir
(11.12) en (11.11), tendremos que

d’y dy
(@) = @) +b @) +
lo cual da lugar, para las funciones z; y 2o, a la expresion

flz) = Z (%(Zz($)yz<$>> + b%%(x)yl(x) + azi(:c)yi(x)). (11.13)

2A este método también se le llama método de variacion de pardmetros o método de
Lagrange, por Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), matemético italo-francés mencionado en
el capitulo primero.
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Al tomar en cuenta que

D0+ 02 0) + ) =0

para cada i = 1,2, la ecuacién (11.13) se simplifica en la forma

> (o) +0 5 o) + 250 P ) = . 119

i=1

Como 2z y 25 son dos funciones a determinar, podemos imponer la condicién

de que
S o) + 2 (@hlr) =0 (1115

en cuyo caso se tendra también que
2 2
i =0
> (Gt + g )
y la expresién (11.14) se reduce a
dzy dy dzy dys o
E(I)E(l‘) + E(I)E(l‘) = f(),
que, junto con la ecuacién (11.15) constituye, para cada valor z € R, un

sistema lineal no homogéneo de dos ecuaciones algebraicas para las incognitas
d21 d22

— y —— y cuyas soluciones son
dx dx
da, —f(@)ys(a)
(z) = d
@) 22 (1) — ga(0) L ()
v dx dx
d [ (@) (@)
() = d d
@ @022 (@) — o) ()
dx dx
. dy2 dyl :
El denominador g ($)d—($) — ?JQ(-’E)d_(x) es el wronskiano Wy, ., () y es
x i

dz dz
distinto de cero para toda x € R. Integrando las expresiones para 1 2

Az dz’
N —f()y2(t)
z(z) = dt
/“ ()dyZ(t) ya(t) —2= dyl / Wyl 92(>

dx
Y fme SO
z(x) = dt dt.
A 520 — ) J.

Para resumir estos célculos, enunciamos el teorema siguiente.

se tiene

Teorema 11.2. Si y; = y1(y) v y2 = yo(z) son dos soluciones de la ecuacién
diferencial (11.11) y Wy, 4,(x0) # 0 entonces la funcién
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0= | ] St 4o [ ] et

es una solucién particular de la ecuacién no homogénea (11.11).

Ejemplo 11.6. Encontremos todas las soluciones de la ecuacién

dy | dy
— 7 _ = 11.1
2 +0b 1y +ay = f(x), (11.16)

cuando b —4a > 0. En este caso, las soluciones de la ecuacién homogénea son
de la forma ae™* + fe™* con

—b+Vb% —4a —b —b? —4a

9 ro = 9 )
y una solucién particular y, = y,(z) de la ecuacién no homogénea es

Yp(x) = 21 ()€™ + zo(x)e™"

T =

con

it 2t g

1 v -1 v
2(T) = — t)e 29(T) = —— t)e
1() \/m/xof<) 2() \/m/zof()
Con base en lo anterior, enunciamos el teorema siguiente.

Teorema 11.3. Las soluciones y = y(z) de la ecuacién diferencial de segundo
orden con coeficientes constantes y no homogénea (11.16) toman, en los dis-
tintos casos, la forma siguiente:

(a) Sid? —4a >0,

y(x) — e + 667“2316 ri(z—t) erg(m—t)] dt,

+ . /w f(t)e
Vb2 —4da Sy,
donde a, € R y

B —b+ Vb? —4a —b—b? —4a

o =

2 2

1
(b) Sib* —4a =0,
a) = e [at gu] = [ (0 - 2)edt
donde «, 5 € R. N
(c) Sib*—4a <0,

_ 1 [
y(x) = e ? [cvcos gz + Bsengz] + —/ f(t)e%(t’z) sen (q(z —t)) dt,
q Jz,

1
donde ¢ = 5 b2 — 4al.
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d’y d
Ejemplo 11.7. Resuelva la ecuacion diferencial ey _ 9 2y =e "
dz? dx
g y , . dy  dy
Solucién. La ecuaciéon homogénea asociada es W A 2y = 0. Dado
x x

que b —4a = 9 > 0, las soluciones w = w(z) de la ecuacién homogénea son

w(z) = ae** + fe*. Calculemos ahora la solucién particular de la forma
Yp(2) = 21(1)e™ + z(x)e ™.

Las derivadas de las funciones z; y 2, satisfacen el sistema

dz; dze

E(ZL’)GZB E(m)e_x =0
d d
2£(m)e% — ﬁ(x)e‘x = e 7
de donde se obtiene q ) q .
B R
dz (z) 3¢ dz (z) 3
Entonces ] 1
z(z) = —§e*3$ 2o(z) = —=x
La solucion particular y, = y,(x) es
1 x 1 x
yp(z) = —g¢  ~gue
Finalmente, las soluciones y = y(x) de la ecuacién son de la forma
y(r) = ae* + Be " — ga:e"'”. N

11.4 Leyes del movimiento de Newton

Entre las méas importantes aplicaciones del calculo diferencial esta la descrip-
cion matematica del movimiento de los cuerpos materiales sometidos a la
accion de fuerzas externas. El mismo concepto de fuerza pudo ser definido
identificando su accién sobre los cuerpos fisicos en cada instante como pro-
porcional a la variacién que experimenta su velocidad con respecto al tiempo
(aceleracién) como consecuencia de la presencia de dichas fuerzas.

En términos generales, se supone que el movimiento de las particulas tiene
lugar en el marco de un sistema de referencia fijo, con respecto al cual se
realizan las mediciones de las posiciones de los cuerpos o particulas, relativas
al fluir del tiempo, que se considera independiente de todo observador.

Isaac Newton?® formuld las leyes que gobiernan el movimiento de los cuerpos
en los términos siguientes:

3Isaac Newton (1642-1727), fisico y matematico inglés mencionado en el capitulo primero.



250 11. Ecuaciones diferenciales elementales y aplicaciones

Primera (ley de inercia): los cuerpos mantienen su estado de reposo o de
velocidad constante en ausencia de fuerzas externas.

Segunda (ley de movimiento): si y = y(t) representa la funcién de posicién
de un cuerpo durante un intervalo de tiempo (a, b), entonces la fuerza F'(t, y(t))

que experimenta en el tiempo ¢, cuado se halla en la posicién y(t), es propor-
2

d
cional a la segunda derivada d—tg(t) de la funcién de posicién en el tiempo t,

es decir,
2

F(t. (1) = m S 0)
La constante de proporcionalidad m se conoce como la masa del cuerpo y
depende de las propiedades de la materia que forma ese cuerpo.
A continuacién mostraremos algunos ejemplos donde se aplican las leyes
del movimiento de Newton.

1. Caida bajo la accion de la gravedad. Un cuerpo situado en una vecindad
de la superficie de la Tierra, experimenta una fuerza de magnitud cons-
tante W igual a su peso y dirigida perpendicularmente hacia el suelo. A
tal fuerza se le denomina fuerza de gravedad.

Si y = y(t) denota la posicién de un cuerpo en el tiempo ¢ medida sobre
la vertical, la segunda ley de movimiento de Newton se expresa mediante
la ecuacién diferencial

w
donde m es la masa del cuerpo y — = g = 9.8 m/seg®. Esto ultimo
m

significa que la aceleracion de los cuerpos en caida libre es constante e
igual a —g. A la constante g se le llama aceleracion debida a la fuerza
de gravedad.

Resolviendo la ecuacion diferencial, se tiene que la funcién de posicion
y=y(t) es
1 dy
t) = —=gt> + —(0)t + y(0
y(t) = 598" + 1 (0)t +y(0),
d
donde —y(()) y y(0) son la velocidad y la posicién del cuerpo en el tiempo

t = 0 sobre la vertical.

Ejemplo 11.8. Si un cuerpo se arroja desde una altura de 100 metros
con una velocidad inicial hacia arriba de 20 m/seg, calcule el tiempo y
la velocidad con que golpeara el suelo.
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Solucion. De acuerdo a la segunda ley de movimiento de Newton, si
denotamos por y(t) la posicién del cuerpo en el tiempo ¢, tendremos

y(t) = —4.9t* + 20t + 100

y entonces el cuerpo golpeard el suelo en el tiempo ¢y tal que y(ty) = 0,
es decir, cuando

—4.9t2 + 20ty + 100 = 0,

20 —

La velocidad que llevaré el cuerpo al chocar sera de

dy

El signo negativo significa que la velocidad es en direccion contraria al
sentido positivo en que se miden las alturas sobre la Tierra. <

2. Caida bajo la accion de la gravedad con friccion del aire. Si se toma en

cuenta el efecto de la presencia del aire sobre la caida de un cuerpo, expe-
rimentalmente se ha observado que el aire opone una fuerza de resistencia
proporcional a la velocidad que lleva el cuerpo y en sentido contrario a
esa velocidad. Esta nueva fuerza, llamada fuerza de friccién, modifica la
ley de caida libre, de tal manera que la ecuaciéon de movimiento toma
ahora la forma

d%y k dy
—2 )+ ——2 = — 11.1
)+ —— =y, (11.17)

donde £ > 0 es una constante.

Aplicando el teorema 11.3, observamos que las soluciones de la ecuaciéon
diferencial (11.17) son de la forma

—kt/m _ %t + 8, (11.18)

donde las constantes «, § estan determinadas por la posicién y la veloci-
dad del cuerpo en el tiempo t = 0,

B dy gm\m
“ = (dt(O)+ k)k
dy gm\m

B = y(O)JF(E(O)JrT)?'

Note que la accion de la fuerza de friccion hace que, a la larga, la veloci-

y(t) = e

m
dad de caida sea constante e igual —‘q?.
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3. Movimiento bajo la fuerza de un resorte. Consideramos, sobre una mesa

lisa, sin friccion, un resorte que tiene fijo uno de sus extremos. Sujetemos
un cuerpo de masa m al extremo libre del resorte como se muestra en la
figura 11.1 Experimentalmente se ha determinado que la fuerza que ejerce

Figura 11.1:

el resorte sobre el cuerpo en un tiempo t, es proporcional y en sentido
contrario a la deformacién (estiramiento o contraccién) que muestra el
resorte con respecto a su longitud normal, en un instante dado. La
constante de proporcionalidad, llamada constante de restitucion, es un
nimero positivo k que soélo depende de las caracteristicas materiales del
resorte y no cambia con respecto al tiempo.

El problema del movimiento bajo la accién del resorte consiste en deter-
minar para un cuerpo, que supondremos de masa m, su posicién como
funcién del tiempo, conocidas la posicién inicial p(0) y la velocidad inicial

TIZ(O) de ese cuerpo.

En virtud de la segunda ley de movimiento de Newton, si la posicion
p = p(t) del cuerpo es medida desde el punto de cero deformacién del
resorte, tal como se muestra en la figura 11.1, la funcién p = p(t) debe
satisfacer, en cada tiempo, la relacion siguiente:

d?p :
2 ) = —wp(t), (11.19)
donde
k
w?=—.
m
Las soluciones de la ecuacién (11.19), de acuerdo al teorema 11.3, tienen
la forma
p(t) = asenwt + bcoswt,
donde

_1dp

a=- dt(O), b= p(0).
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La férmula para la posicién se puede escribir en la forma

o(t) = 1\/ (S70)) -+ w20 sen (at + ).

w

con

p(0)

(L) + 70)

A g\/ (L) +ee0

se le llama amplitud del movimiento y a ¢, fase. Observe que bajo
la fuerza del resorte, el cuerpo describe un movimiento periédico con

¢ = arcsen

A la constante

2

periodo T' = il y amplitud A. En la figura 11.2 se muestra la gréafica de
w

la funcién p = p(t).

p(t)

SN
SV,

Figura 11.2: La funcién posicién p = p(t)

4. Movimiento con friccion bajo la fuerza de un resorte y ante la presencia
de una fuerza externa. Consideremos ahora el movimiento de un cuerpo
sometido a la fuerza de un resorte, en un medio que ofrece una fuerza de
friccién F' = F(t), proporcional a la velocidad del cuerpo, o sea,

dp
F(t)=—p—(t
()= —p0 1)
y ante la presencia adicional de una fuerza externa f = f(t) que depende

del tiempo. Supondremos, ademds, que p? < 4w?, ya que en otro caso el
movimiento del cuerpo no es oscilatorio.

Con las condiciones anteriores, la ecuacion de movimiento toma la forma

%(t) = —w’p(t) — %“H ),
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donde p = p(t) representa la posicién del cuerpo medida desde la posicién
de cero deformacion del resorte. Aplicando el teorema 11.3, tenemos que
la posicién del cuerpo esta dada por

1 t
p(t) = ae "% cos gt + e P? sen gt + — / f(s)e =D 2 sen (q(t — s))ds,
qJo

donde

PR pap)

2
Como casos particulares importantes, se presentan los siguientes.

2
(a) p=0y f (t + —W) = f(t), es decir, el movimiento es sin friccién
w

y la fuerza externa es una fuerza periédica con la misma frecuencia
que la de las soluciones del resorte libre. En esta situacion la funcién
de posicion es de la forma

p(t) = acoswt + fsenwt + ! /t f(s)sen (w(t — s))ds,
W Jo

y si consideramos que la fuerza externa es periddica y de la forma
f(s) = Acosws,

entonces todas las soluciones se escriben

At 1
p(t) = acoswt + fsenwt + — | = senwt +2—C08wt .
w

2 w
: - dp
En particular, la solucién con p(0) =0y % —(0) =1, es
1 (At
p(t) = - (7 + 1) sen wt. (11.20)

Note que cuando el tiempo crece, el desplazamiento del cuerpo crece
sin limite y el resorte terminara por romperse. En la figura 11.3 se
muestra este comportamiento.

VAAA/\/\
vvvvv

Figura 11.3: Gréfica de la funcién (11.20)
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(b) f(t) =0, es decir no existe fuerza externa y a la fuerza del resorte
s6lo se suma la fuerza de fricciéon. En este caso, la ecuacién de
movimiento es

d2p 2 dp
20 = —lt) - )
cuyas soluciones son de la forma
p(t) = e P2 [a cosqt+ﬁsenqt], (11.21)

donde

q= 1\/p2 — 4w?.

2
Note que en este tltimo caso, el cuerpo oscila con una amplitud que

decrece exponencialmente y, asi, cuando el tiempo crece, el cuerpo
tiende a la posicién p = 0. En la figura 11.4 se muestra la grafica
de la funcién (11.21).

p(t)

AW t
VAR

Figura 11.4: Gréfica de la funcién (11.21)
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Ejercicios y problemas del capitulo

Ecuaciones de primero y segundo orden

11.4.1. Dada una ecuacién diferencial de la forma
d7y dy B
() T2 () + b(@) T (@) + y(a) =0,

encuentre funciones a = a(x) y b = b(x) tales que y1(z) = = y y2(z) = x* sean

soluciones de la ecuacién.

11.4.2. (a) Pruebe que si y = y(x) es una solucién de la ecuacién

d
d—i(m) = 2zy(z) + 2z/y(x), x>0,
entonces z = /Y es solucién de la ecuacién

dz

@@) =xz(z)+x, x>0.

(b) Resolviendo la ecuacién para z = z(x), encuentre la solucién y = y(z) de la

primera ecuacién tal que y(1) = 1.

dy
dx
(b) Encuentre las soluciones y = y(z) de la ecuacién anterior tales que

() y@) =1 (id) y(2) = —L; (iid) y(=2) = —L.

(c) Dibuje la gréfica de las soluciones del punto 11.4.3.

11.4.3. (a) Resuelva la ecuacién y(z)—(z) = =.

d*y dy

11.4.4. Encuentre la funcién y = y(z) tal que —5(z) — 3—=(z) + 2y(z) =z y

dz? dz
dy

y) =2y L) =o.

df

11.4.5. Encuentre la funcién f tal que a(x) +2xf(x) = e~ y ademds f(0)=1.

11.4.6. Multiplicando a ambos lados de las ecuaciones indicadas por una funcién
apropiada, de tal manera que el lado izquierdo se exprese como la derivada de un
producto donde uno de los factores es la funcién incégnita, encuentre todas las
soluciones de las ecuaciones de primer orden siguientes.

dy | 2 o dy )
(a)a#—ey—Se, (b) d£+2xy—xe ;
dy sen T
(c) P (tanzx)y = e para z € (0, §);

(d)

d
d—i + 2y = f(z), para € R, donde f(z) =

1—|z| si |z|<1

0 si|z| > 1.
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d
11.4.7. Considere la ecuacién de Bernoullid—z(x) + a(x)y(z) = f(z)y*(z), donde
k es una constante. Siy = y(z) es solucién de la ecuacién de Bernoulli, pruebe que
d
la funcién z = y'~* es solucién de d—;(ac) + (1 — k)a(z)z(x) = (1 — k) f(x). Con

la informacién anterior, encuentre todas las soluciones de la ecuacién de Bernoulli

dy 2
—(x)—2 = .
) — 209() = 22 (x)
%y
11.4.8. Si y = y(x) es solucién de la ecuacién WY diga de qué ecuaciéon
x
1 1/ dy\?
diferencial es solucién la funcién z = —y% + = <
2 2\ dz
_ y LAy dy
11.4.9. Muestre que si y = y(x) es solucién de la ecuacién ) + bd— 4+ ay =0,
x x

-z b ‘s ..
entonces la funcién z(z) = e2"y(x) es solucién de la ecuacién

d?z b2
@z \1 " Y)*

2

d d
11.4.10. Encuentre la solucién y = y(x) de la ecuacién d—;;(x)+2d—z(x)+4y(x) =
dy
1 tal 0)=2y —(0) = —1.
al que y(0) =2y —-(0)

11.4.11. Encuentre todas las soluciones de las ecuaciones diferenciales de segundo
orden siguientes:

2 2

() Th(@)+dy() =cosw;  (8) 655 (w) +53 () — by(a) =
2

(0) %(x) _ %(m) +5y(2) = 30— + 222,

11.4.12. Halle las soluciones y = y(x) de la ecuacién diferencial

d%y dy
que satisfagan las condicionegus?g(lcfi)er;ujszcu ) =0
@ =1 Yo=0 ) yO=1 y1=-1
() y(0) =1, y@) =1 (d) y(0)=0, y(m)=1
11.4.13. Una ecuacién diferencial de la forma
iﬂ(w) + a(w)%(w) +b(z)y(z) =0 (11.22)

donde a = a(x) y b = b(x) son funciones continuas en un intervalo I, se denomi-
na ecuacion diferencial de sequndo orden con coeficientes variables. Encuentre la
solucién y = y(x) a la ecuacién diferencial con coeficientes variables
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d?y 1 dy
@ T @
tal que %(0) =1yy(0)=-1
q dr =1y yl)= .

(x)=0

11.4.14. (a) Demuestre que la solucién y = y(t) de la ecuacién diferencial

2
?itg; (t) + wQ%(t) = Fycosnt
tal que
oy =0, Lo)=0
; a ;
es
y(t) = oﬂ}ioryz(cos ~yt — coswt).

(b) Calcule, para cada t, el valor lim y(t).

F—w

11.4.15. *Encuentre las funciones que satisfacen las siguientes ecuaciones diferen-
ciales y toman el valor senalado a la derecha.

() @) +la—2y() =1, y(2)=1;
2
() Th@) (@) = 211, y(1) =0,

11.4.16. *Encuentre la curva y = f(x) que pasa por el punto (1,1) y la pendiente

T
de su recta normal en cada punto (z, f(z)) es igual a ——.

f(x)

11.4.17. *Sea f una funcién cuya funcién derivada satisface j—f(x) = f(l-2)
x
para toda x € Ry f(0) = 1. Encuentre f(1).

11.4.18. (a) *Sea y; = yi1(x) una solucién de la ecuacién (11.22) con yi(x) # 0
para x € I. Demuestre que una funciéon y» de la forma

ya(x) = u(z)yi (2)

du
serd otra solucién de (11.22), si la funcién v(z) = d—(x) satisface la ecuacién
x
de primer orden

dv
@)+ 8(aola) =0,

donde

0(x) = a(x) + 2(%(111 y1(z)).

En tal caso, la funcién
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n) = an(e) e (- [ lat+2 G| a) as

zo 0

donde A es una constante, es otra solucién de la ecuacién (11.22). Ademds,
Y1 ¥ Y2 son linealmente independientes.

senx
(b) *Verifique que la funcién y;(z) = es solucién de la ecuacién

Nz
2
U+ )+ <1 - ;)y(w) =0,

(¢) Aplicando el resultado obtenido en (a), encuentre otra solucién de la ecuacién.

Aplicaciones elementales

11.4.19. Un tanque con 50000 litros de agua tiene disueltos 2500 gramos de sal.
Para disminuir la salinidad del agua, el responsable empieza a bombear agua pura
dentro del tanque a razén de 200 litros por minuto y, simultineamente, le extrae
200 litros por minuto del agua salina. ;En cuanto tiempo se habréd eliminado de
esta manera el 99.5% de la sal que habia en el tanque?

11.4.20. Un cuerpo de 2 kilogramos de peso esté suspendido de un resorte cuya
constante es 1%Kg/m. El sistema se sumerge en un liquido que opone una fuerza
de amortiguamiento numéricamente igual a la velocidad instantanea del cuerpo. A
partir de ¢ = 0, se aplica sobre el sistema una fuerza exterior F(t) = e~t. Determine
la ecuacién de movimiento del cuerpo si éste se suelta a partir del reposo desde un

punto que estd a 1 metro debajo del punto de equilibrio.
11.4.21. Ley de accion de masas.

(a) Dos sustancias quimicas A y B se combinan para formar una sustancia quimica
C. La rapidez o velocidad de la reaccién es proporcional al producto de las
cantidades que en cada instante quedan de A y B (es decir que no se han
convertido todavia en C'). Inicialmente hay 40 gramos de A y 50 gramos de
By por cada gramo de B se requieren 2 gramos de A para formar C. Se
observa que se forman 10 gramos de C en 5 minutos ;Cudnto se forma en
20 minutos? ;Cudl es la cantidad limite de C' después de un tiempo largo?
; Cudnto queda de las substancias A y B después de un tiempo largo?

(b) Resuelva el problema anterior si inicialmente hay 100 gramos de la sustancia
A. ;Cuénto demora en formarse la mitad de la sustancia quimica C?

d
(c) Obtenga la solucién de la ecuacién % = k(a—1vy)(8—y) que rige la dindmica

de las reacciones quimicas, en los dos casos posibles, a = 8y a # 5.

11.4.22. (a) Unobjeto de masa m cae cerca de la superficie de la tierra y es desa-
celerado por la friccién de la atmédsfera, la cual opone una fuerza de resistencia



260

11. Ecuaciones diferenciales elementales y aplicaciones

proporcional a la velocidad del cuerpo, de tal manera que, de acuerdo a la
Ley de Newton, su funcién de velocidad v = v(t) satisface la ecuacién

m?: =mg — kv,
donde g es la aceleracién proporcionada por la fuerza de gravedad. Supo-
niendo que el objeto cae desde el reposo, es decir con velocidad inicial cero,
encuentre la velocidad v(t) para ¢t > 0 y encuentre el limite de v(t) cuando
t — oo.

Repita el ejercicio 11.4.22 suponiendo ahora que la resistencia del aire es
proporcional al cuadrado de la velocidad.



