Capitulo 10

Aplicaciones de la
integral definida

En este capitulo presentamos algunas de las aplicaciones elementales del calculo
integral a la geometria, la fisica y la ingenieria. En estos ejemplos se ilustra
cémo los métodos del calculo integral dan sentido preciso a las técnicas de
agotamiento para el calculo de sumas o resultantes de efectos infinitesimales.

10.1 Calculo de areas, volimenes y longitudes

10.1.1 Areas de regiones delimitadas por curvas suaves

Para f; : [a,b] = Ry fs:[a,b] — R, dos funciones continuas tales que

fi(z) < fa(x) para x € [a, b],

consideremos el problema del cédlculo del area de la regién A del plano delimi-
tada por las gréaficas de f; y fo y definida mediante el conjunto

A={(x,y) tales que a < x < b, f1(x) <y < fo(x)},

el cual se muestra en la figura 10.1.
Este problema es equivalente al célculo del area de la region delimitada por
la grafica de la funcién no negativa g dada por
9(x) = f2(z) — fiz), = € la,b],
y el intervalo [a, b] del eje de las abscisas. Con base en las propiedades de la
integral definida, vemos que el area de la regién A se calcula con la férmula

Area de A :/abg(a:) dz = /ab(fg(x) — fi(z)) dz.
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Figura 10.1: Area delimitada por las gréaficas de
las funciones f; y fo y lasrectasx =ay x =b

Ejemplo 10.1. Calculemos el drea de la regién A del plano delimitada por la
curva y = 3 — 22 ylarectay = —x + 1.

Figura 10.2: La regién A del ejemplo 10.1

La regién A, como se muestra en la figura 10.2, estda delimitada por las
funciones fi(z) = —z + 1y fo(x) = 3 — 22 sobre el intervalo [—1,2], y por
tanto, su area es

2
, 9
AreadeAz/ (—$2+$+2)d$:§.<1
-1

NoOTA IMPORTANTE. Para calcular el area de regiones mas generales se
puede utilizar el procedimiento anterior descomponiendo la region original en
partes delimitadas por graficas de dos curvas y rectas paralelas al eje de las
ordenadas, calculando cada una como en el caso anterior, y sumando después
las areas de esas regiones.

A veces conviene interpretar las fronteras de la regién cuya area se de-
sea calcular, mediante graficas de funciones de la variable y e integrar sobre
intervalos en el eje de las ordenadas.
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Ejemplo 10.2. El drea de la regién B delimitada por el eje de las ordenadas
y las curvas y = senz y y = cosz,

B:{(x,y) con x € [0, %]’ senxr <y < COSZL‘}

(ver figura 10.3), se puede expresar como la suma del drea de la regién bajo la

2
grafica de la funcién h;(y) = arcseny sobre el intervalo [0, 7] del eje de las

ordenadas y el drea de la regién bajo la grafica de la funcién h,(y) = arccosy

2
sobre el intervalo {%, 1] del eje de las ordenadas.

Figura 10.3: La region B del ejemplo 10.2

Utilizando esta descomposiciéon, se obtiene

1

NG}
’ 2
Area de B :/ arcsen y dy + /f arccosy dy = v/2 — 1.
0 V2

2

Por otro lado, esa misma region B se puede ver como delimitada por las graficas
T
de las funciones fi(z) = cosz y fo(x) = senx sobre el intervalo |0, Z} y para

su area se tiene

, i x
Area de B:/ (cosz — senz)dz = (senz 4 cosz) [f=+v2—1. «
0

10.1.2 Volumenes de sélidos de revolucion

En este apartado mostraremos como se usa la integral definida para el célculo
del volumen de sélidos de revolucién en dos casos importantes.
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Primer caso: sea f : [a,b] — R una funcién continua y consideremos el
solido de revoluciéon S que se genera al girar alrededor del eje de las abscisas
la regién delimitada por la gréfica de f sobre el intervalo [a, b]. (Vea la figura
10.4.)

Especificamente, el sélido de revolucién S es el conjunto

S = {(z,y,2) tales que y* + 2* < (f(z))? con a < = < b}.

Para calcular el volumen del sélido S observamos que cada uno de los subin-

f(x)

Figura 10.4: Sélido de revolucion
tervalos definidos por una particion P = {a = zo < 21 < --- < x = b} de [a, ]
genera, al girar alrededor del eje de las abscisas, un cilindro de altura Ax; y

radio |f(x})]. (Vea la figura 10.5.)

El volumen de la unién de tales cilindros,
k
V(£ P Az =7 f(a])Ax;, (10.1)
i=1

f(x) /(=)

Figura 10.5: Célculo del volumen de un sélido de revolucién

aproxima al volumen de S y corresponde a la suma de Riemann de la funcién
7 f?(x) asociada a la particién P. En el limite, cuando k — oo, las sumas (10.1)
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b
convergen al nimero / 7f?(x)dz, que es el volumen del sélido de revolucién

a

S. Es decir,
b
V' = Volumen de § = 7r/ f*(z) da. (10.2)
Ejemplo 10.3. El volumen del elipsoide de revolucién
22 2 2
E = {(m,y,z) tales que o + 2 + 7 < 1}

es generado al girar la grafica de la funcién

fil—a,a] = R, f(x)zby/l—j—z

y el célculo del volumen nos arroja la expresion

a 2
V= 7762/ (1 - x—Q) dz = gwaa.l a
—a a

Segundo caso: Para sélidos de revolucion generados por la rotacion de la
grafica de una funcién continua f : [a,b] — R, a > 0, alrededor del eje de las
ordenadas, como se muestra en la figura 10.6, el calculo de su volumen puede
realizarse de manera andaloga.

f(x)

Figura 10.6: Sélido de revolucion

De manera especifica, cada subintervalo [z;_;,z;] de una particion P =
{a = 29 < 21y < -+ < = b} de [a,b] genera, al girar alrededor del eje
de las ordenadas, un anillo cilindrico de espesor Az; y altura |f(z})|, donde
xf € [x;_1, 1], como se muestra en la figura 10.7.

!'Nétese que si a = b, E es una esfera y V su volumen.
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Figura 10.7: Calculo del volumen de un sélido de revolucién

La suma de los volumenes de estos anillos cilindricos es
k k
V(P Az ) =7 ) If@)l(@fy — ) =7 (zie +2:)| f(2])| Az, (10.3)
i=1 =1
En el limite, cuando k — oo, la suma (10.3) converge al niimero

b
V' = Volumen de S = 27r/ x| f(x)| de, (10.4)

a

que es el volumen exacto del sélido de revolucion S.

Ejemplo 10.4. Consideremos el solido que se genera al rotar alrededor del
eje de las ordenadas la gréfica de la curva f(z) = 22? — 23 con z € [0,2].
Aplicando la férmula (10.4) obtenemos

16

2 2
VI27T/ x|f(x)]dx:27r/ (2x3—x4)d:c:€7r.<1
0 0

10.1.3 Longitudes de curvas

El cédlculo de longitudes de curvas en el plano cartesiano es otra aplicacién
importante de la integral definida. Si consideramos la curva I' dada por la
ecuacion

y = f(z) para x € [a, b],

donde f es una funcién con derivada continua, podemos calcular la longitud
de T" aproximéndola por curvas poligonales, es decir, formadas por segmentos
de recta, cuya longitud es directamente calculable mediante la formula de la
distancia entre dos puntos del plano cartesiano. Esto puede realizarse tomando
una particion P = {a =x9 < 21 < -+ <z, = b} de [a,b] y construyendo la
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Y

Lo x1 T2 T Tk—1 Tk

Figura 10.8: Aproximacion de la longitud de arco

curva poligonal s que pasa por los puntos (z;, f(z;)) parai = 1,2,3,---k, de
la grafica de I'; como se muestra en la figura 10.8.
La longitud del segmento s; determinado por los puntos (x;_1, f(z;-1)) y

(x;, f(x;)), es igual a

longitud de s; = \/Axf + (f(z;) — f(xii1))2 (10.5)

Aplicando el teorema del valor medio a la funcién f en cada subintervalo
(1, x;], podemos escribir

f(xi) = f(wia) = jﬁ( $) A, (10.6)

donde x} € [x;_1, z;]. Sustituyendo (10.6) en (10.5) y sumando se obtiene

2
longitud de s = Zsl Z 1+ ( )) Az,

q 2
que es la suma de Riemann de la funcion \/ 14 (d—f(a;)> correspondiente a
x

la particién P y a la eleccién de puntos intermedios {z}}. Tomando el limite
de esas sumas cuando |P| — 0, obtenemos

longitud de I' = /b \/1 + (3—?;(.%)) dz. (10.7)

Ejemplo 10.5. La longitud de la curva plana I', cuya ecuacién es y = a2,

x € [a,b], es

b
longitud de I" = / V14 9ztde. <
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NoTA IMPORTANTE. Frecuentemente, y atin en aplicaciones del calculo
a problemas sencillos, la integraciéon de funciones elementales es un problema
dificil. Mas aiin, se ha demostrado que muchas funciones elementales no poseen
antiderivadas que se puedan expresar en términos de un conjunto finito de
funciones elementales. Por ejemplo, al calcular la longitud de la elipse

T Yy
_+b_2:1’

b
se obtiene, aplicando la férmula (10.7) a f(x) = —va? — 22, que
a

a b2 g2
longitud de la elipse = 4/ \/1 + 55— dr
a’?a?> —x

= 4&/ \/ — — 1 sen26d6. (10.8)

b2
Sin embargo, la antiderivada de la funcion g(0) = \/1 + (— — 1) sen?6 no es

expresable en términos de un conjunto finito de funciones elementales. A las
integrales de la forma (10.8) se les llama integrales elipticas. Para calcularlas
se deben usar otros métodos (numéricos, por ejemplo).

10.2  Area de superficies de revolucion

Antes de abordar el problema del cédlculo del area de una superficie de revo-
lucion, recordemos que el area lateral de un cono circular recto de radio r y
altura h se puede calcular aproximéndola por una suma de areas de tridangulos
de base rAf y altura vh? + r2? | como en la figura 10.9, de tal manera que

) 1
Area del cono = / 5\/ h? +r2r d0 = mrv h? 4+ r2. (10.9)
0

A partir de la férmula (10.9), deducimos que el area lateral de un cono
recto truncado de base mayor de radio R y base menor de radio r y altura h,
como el que se muestra en la figura 10.10, es

Area del cono truncado recto= m(R +1)y/h2 + (R —1)2. (10.10)

Con la férmula (10.10) podemos calcular el drea externa de un sélido a-
proximando su area lateral por una suma de areas laterales de conos truncados
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Y
~‘ rAf
\ o

Figura 10.9: Un cono circular recto

Figura 10.10: Un cono truncado recto

cuyas paredes aproximan la superficie exterior del solido. Mas explicitamente,
consideremos la superficie de revolucién generada al girar alrededor del eje de
las abscisas la gréfica de la funcién no negativa f sobre el intervalo [a, b], como
se muestra en la figura 10.11.

Para cada particiéon P = {a =2y < 21 < --- < 3 = b} de [a, b] considere-
mos la curva poligonal s que une los puntos (z;, f(z;)), coni =1,2,3,... k. Al
rotar la curva s, cada subintervalo [x;_1, ;] genera un cono circular truncado
cuyas bases tienen por radios R = f(x;) y r = f(x;_1) y altura h = x; — x;_1,
como se ve en la figura 10.11.

Aplicando la férmula (10.10) podemos calcular el area de los conos trun-
cados generados por la particién P:

Suma

de 4reas laterales =7 Z(f(l’z) + f(%—l))\/AiU? + (f(@i) = fwi1))?

i=1

de conos
(10.11)

Aplicando el teorema del valor medio a la funcién f en cada subintervalo
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[\ T T
1
Figura 10.11: Calculo del area de una superficie de revolucion
[z;_1, x;], podemos escribir
df .
f(x;) = f(wiy) = a(iﬁz)AfBz (10.12)

para algin z} € (z;_1,x;). Sustituyendo (10.12) en (10.11), tendremos,

suma i y 5
de 4reas laterales =7 Zzl(f(xz) + f(xi—l))\/l + (d—i(ﬁ)) Ax;,

de conos

la cual es una suma de Riemann de la funcién

() = 27rf(af)\/ - (j—fu)

correspondiente a la particion P y a la eleccién de puntos intermedios z7,
i =1,2,3,..., k. Al tomar particiones de [a,b] con norma tendiente a cero,
la suma de areas laterales de los conos truncados converge a la integral de la
funcién £(x); es decir,

drea de la oy /abﬂx)\/H (%@))Qdm (10.13)

superficie de revolucion

Ejemplo 10.6. El area de la esfera corresponde al area de la superficie de
revolucién generada al rotar la grafica de la funcion

f(x)=vr2—2a2, xel-rr
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alrededor del eje de las abscisas. Aplicando la férmula (10.13) se tiene:

area de la esfera r 2
:27r/ V2 —a24/1+ T dz

) 2 _ .2
de radio r re—x

= 27r/ rdz = 4mr?. <

10.3 Centros de masa y presiéon de fluidos

En este apartado presentaremos algunas aplicaciones de la integral al cdlculo
de centros de masa (o centroides) de varillas y regiones planas.

10.3.1 Centroides de varillas y regiones planas

Consideremos una varilla de longitud L de densidad variable, de tal manera
que la masa del material que forma la varilla por unidad de longitud es una
funcién p(z), donde x € [0, L]. Si colocamos la varilla sobre un pivote ubicado
en el punto x,;, como se muestra en la figura 10.12, y consideramos la accion
de la fuerza de gravedad sobre cada uno de sus puntos, la varilla tendera a
rotar en la direccién de las manecillas del reloj por efecto de la fuerza de
palanca generada por el peso de los puntos a la derecha del pivote y en sentido
contrario por la fuerza de palanca de los puntos a la izquierda de x);.

]
AN |
0 TM I

Figura 10.12: Centroide de una varilla

La fuerza de palanca o “torca” ejercida por cada masa puntual de la varilla
es igual al producto de la distancia de ese punto al pivote, multiplicado por
el peso del material concentrado en ese punto. La resultante de la suma de
las torcas ejercidas por los puntos a la derecha e izquierda del pivote, tiene
un efecto final sobre la varilla, haciéndola girar en el sentido correspondiente
al signo de la torca resultante. Se define el centro de masa de la varilla (o
centroide) como aquel punto-pivote z,, con respecto al cual la torca resultante
ejercida por todos los puntos de la varilla es cero.

Para el calculo de la torca resultante respecto a un punto-pivote x,;, se
recurre al método de agotamiento, considerando a la varilla como formada por
un conjunto finito de segmentos dispuestos a lo largo de la varilla y donde
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cada uno de ellos tiene densidad constante e igual al valor de la funcion p en
el punto = del segmento, elegido arbitrariamente. Bajo esa aproximacion, la
suma de las torcas ejercidas por esos segmentos tendera, cuando la longitud
de los segmentos es cada vez mas pequena, a la torca de la varilla alrededor
del punto-pivote x,;. Para realizar esta construccion, tomamos una particién
P={0=xy<x1 <---<xp=L}del0, L]y consideramos la suma

k

T(p, P {a}}) = Y pla)(a] — xa) D, (10.14)

i=1

donde z} es un punto arbitrario de [x;_1,z;| para cada i = 1,2,3,... k. La
expresion (10.14) es la suma de Riemann para la funcién p(x)(x — x ) corres-
pondiente a la particién P y la eleccion de puntos {z;}, y por tanto, para
cada eleccién del punto pivote zy/, el valor de la integral fOL p(x)(x —xp) de
corresponde a la torca ejercida por la varilla alrededor de ese punto. Luego, el
centro de masa buscado correspondera al punto xj; tal que

/OLp(x)(:c —xy)dr =0,

o explicitamente,

— M_ (10.15)

U e da

Ejemplo 10.7. La determinacién del centro de masa de una varilla de longitud
L y funcién de densidad lineal p(z) = ax+bcona,b > 0y x € [0, L], se obtiene
directamente de la férmula (10.15) y se sitia a una distancia x,; del extremo
izquierdo dada por

B fOL(ax +b)zdr  fal?+ {L

e fOL(ax +0b)dz saL+b

Se deduce inmediatamente que el centro de masa de una varilla de densidad
constante (es decir, con a = 0) se localiza en el punto medio de la varilla. <

Enseguida, veamos cémo obtener el centro de masa, o centroide, de una
superficie S delimitada por curvas suaves y hecha de un material de densidad
constante. Aqui también el centroide se caracteriza por ser aquel punto en el
plano donde la resultante de las torcas medidas con respecto a ese punto como
pivote tienen resultante cero, de tal manera de que si se sostiene la superficie
con un pivote en ese punto, ésta permanecera en equilibrio.
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f(z)
S
a b

Figura 10.13: Céalculo del centroide de una regién
delimitada por una curva

Supongamos que S esta dada por la regién bajo la gréfica de una funcién
f sobre un intervalo [a, b], como se muestra en la figura 10.13(a).

Para determinar las coordenadas del centroide, primero buscaremos la recta
vertical de la forma x = x,;, con respecto a la cual la torca ejercida por
los puntos de la superficie, tanto a la derecha como a la izquierda de dicha
recta, es cero. Esto significa que la superficie se mantendra en equilibrio y
no rotard alrededor del eje definido por la recta perpendicular al eje de las
abscisas con ecuacién x = xs. Para calcular la torca total alrededor de la
recta pivote, tomamos particiones P = {a = zo < z; < --- <z = b} de [a, b] y
consideramos la torca ejercida por cada uno de los rectangulos de base [x;_1, ;]
y altura |f(z})|, con z} elegido arbitrariamente en el subintervalo, obteniendo
asi las sumas de la forma

k
T(f,Po{ai}) = Y plf (D@} = 2) A,

que corresponden a las sumas de Riemann para la funcion

hx) = plf(@)|(z = zn).

Tomando el limite de tales sumas cuando las particiones tienen norma ten-
diente a cero, obtenemos que la posicion de la recta x = x; con respecto a la
cual la torca total es cero, debe satisfacer la relacién

[ dr@le = o de =0,
es decir,
Ll @leds [ 1f@)ede
Polf@ldz  [7If(x)]da
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Para el célculo de la ordenada ), del centroide consideremos, para la
particion P = {a = zp < z1 < --- < xp = b}, las franjas verticales bajo
la grafica de f sobre cada subintervalo [z;_1,;]. La longitud de cada franja
es, aproximadamente, f(z}), con z} € [r;_1, ;] y tienen su centroide en el
punto (xf, f(z})/2). Consideremos ahora el conjunto S de puntos (z}, f(z})/2)
para ¢ = 1,2,... k con una masa concentrada en cada uno de ellos igual a
plf(zF)|Az;. Calculemos ahora la torca que hace el conjunto S con respecto a
una recta horizontal y = y,;, la cual toma la forma

ip( yM)!f( i) Az,

=1

Tomando particiones cada vez mas finas, tenemos que la torca total del con-
junto bajo la grafica de f es

/ab”@f (z) - yM) 1 ()] da,

misma que se anulara si

_ Rof@f@lde  [L @) de
2fap|f o)| da 2fa|f o)] da

Finalmente, tomando en cuenta que la masa total M de la superficie estd dada

(10.16)

por M = / p|f(x)| dz, concluimos que las coordenadas de su centroide son

b b
o = o / prl (@) dz, yas = 50 / pf@)|f(@)dz.  (10.17)

Ejemplo 10.8. Calcule las coordenadas del centro de masa de la regién de-
limitada por las graficas de dos funciones f : [a,b] = Ry g : [a,b] = R.

Solucién. Un argumento andlogo al anterior para el célculo de la abcisa
z s del centro de masa nos remite a la féormula

[Pa)f(x) — g(x)| dz
[P f(x) — g(z)| d
mientras que para la ordenada y,; se tiene

[y #lf (@) + g(@)|If (@) = g} dar
2 [*|f(x) — g(x)| de

Ty =

Ym =
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Ejemplo 10.9. (Teorema de Pappus?) En el caso de un sélido de revolucién
generado al girar la gréfica de una funcién no negativa f : [a,b] — R alrededor
del eje de las abscisas, sabemos que su volumen esta dado por la formula

V=m /b f*(z) da. (10.18)

Por otro lado, sustituyendo (10.18) en la férmula (10.16) para la ordenada y,
del centroide de la region delimitada por la grafica de f y el eje de las abscisas

se obtiene la relacion ,

27ryM/ f(x)da::w/abe(a:)da:,

la cual verifica el llamado teorema de Pappus, que establece que el volumen
de un sélido de revoluciéon generado al rotar una regiéon plana R alrededor
de una recta a la cual no intersecta, es igual al area de la regién R que lo
genera, multiplicado por la distancia que recorre el centroide de R al efectuar
la rotacion. <

10.3.2 Presion de liquidos sobre superficies

Como consecuencia de su peso y de su naturaleza deformable, los liquidos se
“recargan” sobre las superficies con las que estan en contacto y ejercen una
determinada presion. En cada punto de una superficie y sobre cada seccién
de ella suficientemente pequena que contiene a ese punto, la presion (o fuerza
ejercida por unidad de area) que ejerce el liquido es la misma en cualquier
direccion y su magnitud es igual al peso de la columna de liquido sobre esa
unidad de drea. A una profundidad de A unidades, la presién ejercida por el
liquido es
p(h) = pgh,

donde g es la aceleracion producida por la fuerza de gravedad y p es la densidad
del liquido. A la ley anterior se le conoce como principio de Pascal® .

Veamos ahora cémo se aplica la integral definida para el cdlculo de la
presion ejercida por un liquido sobre superficies de distinta geometria.

Ejemplo 10.10. Consideremos un cilindro de radio r que descansa en el fondo
de un estanque de h metros de profundidad con 2r < h, como se muestra en la
figura 10.14(a). Nos interesa calcular la presion que ejerce el agua sobre cada
una de sus tapaderas.

Para calcular la presion, situaremos un par de ejes de coordenadas de tal
manera que la tapa en cuestion esté dada por el conjunto

2Pappus (290-350, aprox.), quien vivié en Alejandria.
3Por Blas Pascal (1623-1662), matemdtico francés, su descubridor.
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———— > —— — >

Figura 10.14: Presién sobre la tapa de un tanque

{(z,y) con a®+y® <r?},
como se indica en la figura 10.14(b). Tomemos una particién de la forma
P=A{-r=y <y < - <yg = r}en el intervalo [—r,r| sobre el eje
de las ordenadas. Cada subintervalo de la particién [y;_1, ;] da lugar a una
banda horizontal B; cuya érea es, aproximadamente, 2+/72 — y**Ay;, donde
yr € [yi—1,yi]. Por el principio de Pascal, sobre la banda B; el agua, cuya
densidad es p = 1, ejerce una presion constante con valor approximado
297/ 12 =y i (h — r — y}) Ay
Sumando las presiones ejercidas sobre cada una de las bandas B; para ¢ =

1,2,3,...,k, se tiene
k
29 /1 =it (h—r —y!) Ay (10.19)
i=1

Cuando |P| — 0 las sumas de Riemann (10.19) tienden a

Png/ Vr2—=y?(h—r—y)dy, (10.20)

que es el valor exacto de la presion del agua sobre cada tapa del tanque. <

Ejemplo 10.11. Consideremos el problema de calcular la presién que un li-
quido ejerce sobre las paredes del recipiente que lo contiene. Supongamos que
el recipiente esta lleno de agua (p = 1) y que tiene la forma de una superficie
de revolucién generada al rotar la grafica de la funcién no negativa f, definida
en [c, d], alrededor del eje de las ordenadas, como se muestra en la figura 10.15.

Aproximemos la pared del recipiente con elementos de superficie, como
en el caso del cédlculo del area de una superficie de revolucién. Aplicando el
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Figura 10.15: Presién sobre las paredes de un recipiente

principio de Pascal se obtiene que la presion total es

pP= 2#9/ (d - y)f(y)\/l + (j—g(y)) dy. (10.21)

En caso de que el agua sélo alcance una altura k < d, la integral en (10.21) se
calcula tnicamente en el intervalo [c, k].
Como aplicaciones directas de (10.21), presentamos los casos siguientes.

1. Si f(y) = r entonces el recipiente es un cilindro de altura h =d —c y la
presion sobre las paredes del cilindro es

d
P = 27'('97’/ (d —y)dy = wgrh.

2. Si el recipiente es un cono recto de radio r y altura h con vértice en el
r
suelo, entonces la funcién que lo genera por rotacién es f(y) = Ey y la

presion total sobre las paredes es

h
P:27rg/ (h — )th\/r2+h2dy——7rgrh\/r2+h2
0

3. Si el recipiente es esférico de radio r, entonces f(y) = /2 —y? y la
presion sobre las paredes es

P = 27Tg/ (r —y)rdy = 4mrgr’. <

T
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Ejercicios y problemas del capitulo

Calculo de areas y volimenes

2 4

10.3.1. Calcule el 4rea de la regién delimitada por la curva y? = 2% — z*.

10.3.2. Encuentre el drea de la region A del primer cuadrante x > 0, y > 0,
delimitada por la gréfica de la funcién f(x) = arccosz por arriba y por la grafica
de la funcién g(r) = arcsenz por abajo.

10.3.3. Determine el valor positivo de a para que la pardbola y = 2 + 1 bisecte el
drea del rectangulo de vértices (0,0), (a,0), (0,a>+1) y (a,a® + 1).

22 42
10.3.4. Calcule el drea de la regién delimitada por la elipse — + 7= 1.

a
10.3.5. Calcule el 4rea de la regién comprendida entre las pardbolas —a2 + 2 =y
y y =222 — 3.

10.3.6. Encuentre el drea de la regién en el plano zy formada de los puntos (z,y)
tales que 2% — 2% + % < 0.

10.3.7. Demuestre que la longitud L de la circunferencia de radio r es igual a 27r.
10.3.8. Calcule el area del elipsoide de revolucién de eje mayor a y eje menor b.

10.3.9. Calcule el volumen del tetraedro cuyos vértices son (0, 0,0), (1,0,0), (0,1,0)
y (0,0,1).

10.3.10. Calcule el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al rotar sobre
el eje de las ordenadas la gréfica de la funcién f(x) = 2 sobre el intervalo [0, 1].

10.3.11. El tridngulo de vértices (1003,0), (1004,3) y (1005,1) en el plano z,y
se hace girar arededor del eje de las ordenadas. Encuentre el volumen del sélido
generado.

10.3.12. Calcule el drea A de la superficie de revolucién generada al girar el circulo
22 + 9% = r? alrededor de la recta y = r.

10.3.13. Aplicando la definicién de la integral definida, determine el area A de la
figura acotada por y =[x — 1| y y = 3 — |z|.

10.3.14. El volumen del agua de un tazdn se evapora a una razén que es propor-
cional al area de la superficie del agua expuesta al sol. Muestre que la profundidad
del agua disminuye a una velocidad constante sin importar la forma del tazoén.

10.3.15. Seala curva y = f(x), donde f(x) > 0 para = > 0, y considere el sélido de
revolucion generado al girarla alrededor del eje de las abscisas. Si para toda b > 0
el volumen generado por la parte de la curva que va de x = 0 a x = b es igual a b?,
halle la funcién f.
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Figura 10.16:

10.3.16. (a) Se perfora un agujero de radio r a través de una esfera de radio
R > r (vea la figura 10.16). Calcule el volumen de la parte restante de la
esfera.

(b) ;Qué radio debe tener el agujero para remover la mitad de la esfera?

10.3.17. *Discuta acerca de la posibilidad de calcular directamente el drea de la
2 2

-5 =1 o de la astroide 2?3 + y2/3 = ,02/3.

lipse —= +
elipse —
P a? b

10.3.18. *Una esfera de radio R se intersecta con una esfera de radio r < Ry
centro sobre la superficie de la primera esfera. Calcule el volumen del sélido que
determina la interseccion de las dos esferas. En le figura 10.17 se muestra de manera
esquematica la interseccién de las esferas en cuestion con el plano xy.

Y

Figura 10.17:

10.3.19. (a) *Encuentre la férmula, expresada en términos de una integral, para
el cédlculo del volumen removido al perforar un cilindro de radio R con un
agujero de radio r < R, realizado en direccién perpendicular al eje del cilindro.
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(b) *Utilizando la férmula del inciso (a), calcule el volumen removido cuando
r=R.

10.3.20. (a) *Se tiene un tanque horizontal de forma cilindrica, de longitud [ y
seccién transversal circular de radio 7; el tanque contiene gasolina hasta una
altura h, medida desde suelo. Encuentre la férmula para el volumen V de
gasolina que contiene como funcién V'(h) de la altura h.

(b) *Calcule el volumen V(h) como funcién de la altura en el caso de que la
seccion transversal sea una elipse de semieje mayor a y semieje menor b.

10.3.21. *Supongamos que el tanque del problema 10.3.20 no es horizontal, sino
que se encuentra inclinado de modo que su eje central forma un dngulo 6 con el nivel
del suelo. Encuentre una férmula para el volumen V como funcién de la altura h
del nivel de gasolina.

Calculo de centroides y centros de masa

10.3.22. Sea S la region delimitada por las curvas y = 2™ y y = 2™ para x € [0, 1],
donde m,n son enteros con 0 < n < m.

(a) Dibuje la regién S.

(b) Calcule las coordenadas del centroide de S.

(c¢) Determine para qué valores de n y m el centroide no estd contenido en S.
10.3.23. En cada caso, encuentre la masa y el centro de masa:

(a) Una regién A del plano con densidad p(x) (es decir, constante a lo largo de
puntos con la misma ordenada), formada por los puntos (x,y) tales que

A={(my) cona<a<b y fl2) <z <g@)},
donde f y g son funciones continuas definidas en [a, b].

(b) Una regién semicircular A dada por
A={(z,y) con 2 +y* <a® y 0<y},
donde la densidad p(s) = ks es funcién de la distancia s del punto al origen

(es decir, es lineal radialmente).

(¢) Un cono circular recto de radio r y altura h. La densidad del material en cada
punto es proporcional a la altura z en que se encuentra, medida desde la base
del cono; es decir, p(z) = kz.

10.3.24. Calcule el centroide de los conjuntos siguientes.
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(a) El sector circular

2

S={(x,y)conz®+y*<a® y 0<y<a}.

(b) El cuadrilatero con vértices (0,0), (3,1), (4,0) y (2,—2).

(c) La regién en el primer cuadrante delimitada por el arco de un cuarto de
circunferencia

2

x2+y2:r con0<xe<r, y=0.

(d) El cono sélido circular recto de radio r y altura h.
Calculo de la presion hidrostatica

10.3.25. Una alberca de 20 metros de largo y 8 metros de ancho tiene su fondo
inclinado de tal manera que la profundidad de la alberca en un extremo es de 1
metro y en el extremo opuesto es de 3 metros. Encuentre la fuerza total del agua
sobre el fondo cuando la alberca estd llena.

10.3.26. La superficie de una cortina de una presa estd inclinada y forma un angulo
de 30 grados con la horizontal; tiene la forma de un trapezoide isésceles de 50 metros
en el coronamiento y 25 metros de ancho en el fondo, con una altura inclinada de
35 metros medidos sobre la pared. Calcule la presiéon del liquido sobre la cortina
cuando la presa estd llena.

10.3.27. Cada uno de los extremos de un depdsito horizontal de aceite es una elipse
cuyo eje mayor tiene 12 metros y 6 metros su eje vertical. Calcule la presion del
aceite sobre los extremos cuando se encuentra lleno a la mitad de su capacidad, si
el aceite pesa 2 Kg por litro.



