Capitulo 8

La integral indefinida

En la presencia de fenémenos de cambio o movimiento, es a veces mas via-
ble conocer o deducir la ley de cambio a la que obedece la variacion rela-
tiva de las variables involucradas, que encontrar la funcién misma que las
relaciona. Es decir, a veces se conoce la derivada de la funcién o relaciones
que satisfacen las derivadas, pero no se conoce la funciéon misma. Por ejemplo,
en el caso del movimiento de un automovil, es a menudo mas facil estimar la
velocidad o la aceleracion durante un cierto intervalo de tiempo, que la funciéon
de posicion del vehiculo en cada instante. Una idea de la velocidad se puede
tener, por ejemplo, observando el velocimetro desde dentro del mismo vehiculo.
Algo similar se tiene en el caso del movimiento que muestran los cuerpos ante
la presencia de una fuerza externa y que se manifiesta, segin las leyes del
movimiento de Newton, mediante variaciones de la velocidad del cuerpo con
respecto al tiempo en forma proporcional a la magnitud y direccién de la
fuerza actuante. En este caso, el problema consiste en deducir la posicion del
cuerpo con respecto al tiempo a partir del comportamiento de su aceleracion
o segunda derivada.

Al problema de determinar la forma y los valores de una funcién a partir
del conocimiento de su derivada o de relaciones entre sus derivadas se le llama
el problema de integracion y es el problema fundamental de la teoria de las
ecuaciones diferenciales. En este sentido, el problema de integracién es el
problema inverso al de derivacién o de calculo de derivadas.

En este capitulo se inicia el estudio de los problemas de integracion a
partir del concepto de antiderivada o integral indefinida y se muestra cémo las
distintas reglas de derivaciéon dan lugar a métodos de integracion que permiten
resolver problemas como los arriba citados.
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8.1 Antiderivadas e integrales indefinidas

Sea una funcién g definida y continua en un intervalo abierto (o cerrado) I.
Decimos que una funcién derivable f es una antiderivada o primitiva de g en
el intervalo [ si

df

dx

Si g es una funcion definida en un intervalo abierto o cerrado I, a la familia
de sus antiderivadas o primitivas en [ se le denomina la integral indefinida de
g en I,y se denota por el simbolo

/g(x) dz.

Es de notar que si f es una antiderivada de g, también lo es cualquier funcién
de la forma f + ¢ para cada nimero real ¢. Mas ain, todas las antiderivadas
de g son de esa forma ya que si se tiene otra antiderivada de ¢, digamos h,
su diferencia h — f tiene derivada cero y es, entonces, una funciéon constante;
por tanto h difiere de f en esa constante. Es decir, para conocer todas las
antiderivadas de una funcion basta conocer una y todas las demas se obtendran
de ella sumandole un ntmero real.

() =g(z), x € 1. (8.1)

NoTA IMPORTANTE. Conociendo una antiderivada particular de una funcion,
cualquier otra queda determinada por su valor en un punto dado, ya que con
esa informacion se puede encontrar la constante que hay que sumarle a la
antiderivada conocida.

Ejemplo 8.1. Determinemos la antiderivada f de la funcién g(z) = 32% + x
tal que f(1) = 3.

Solucién. En este caso, la antiderivada f es un elemento de la integral

indefinida
/(Bx2 +z)dr = {x3 + %xZ + c}.

Para fijar el valor de ¢ que corresponde al elemento f de esa familia tal que

3 3
f(1) = 3, se hace f(1) = 3 + ¢ = 3, de donde, ¢ = R entonces f(z) =
3
l’3 —+ EIQ —+ 5 <
A continuacion presentamos la integral indefinida de algunas funciones e-

lementales.
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Funcién g Integral indefinida / g(z)dx
a ax +c¢
n 1 2 1 n+1
ap+a1x+ -+ apx apr + a1 + -+ ——ayx +c
2 n+1
(x4+b)" beER, m,n enteros j_ (z+0b) =Tt
n
1
sen (bx) beR 3 cos(bx) + ¢
1
cos(br) beR 5 sen (bz) + ¢

Ejemplo 8.2. La funcién ¢ : R — {0} — R con g(x) = 1/z tiene por integral

indefinida en (—o0,0) (0 en (0,00)) a las funciones /— de =In|z|+ec <
x

Ejemplo 8.3. La integral indefinida de g(x) = |3z — 5|, es la familia de
funciones

/|3$—5|dx = f(z) +c,

donde 5 -
5r — —a? six <
2 3
—x2—5:c+—5 six>§
2 3 — 3
La antiderivada o funcién primitiva h de g(z) = |3z — 5| en R tal que
h(1) =2, es
3
5:17——372—§ six<§
2 2 3
h(z) =
32 51:—1—41 sia:>5<1
—x* — — =
2 6 -3

8.2 Métodos de integracion

Dado que los procesos de derivacién y de calculo de antiderivadas son operacio-
nes inversas, cada regla o formula de derivacién da lugar a una regla o método
para el cdlculo de antiderivadas de funciones continuas. A estos métodos se
les conoce como métodos de integracion.
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Antes de desarrollar los métodos de integracién inducidos por las reglas
de derivacién para productos y composicion de funciones, que merecen una
atencién mas detallada, enunciamos primeramente un par de propiedades que
son consecuencia directa de las reglas de derivacién de suma y producto de

funciones por un escalar (??) y (?77?), respectivamente.
1. Si f es una antiderivada de una funciéon g y A € R entonces A\f es una

antiderivada de la funcién \g. Es decir

/)\g(x) dz = )\/g(x) dz.

2. Si f; es una antiderivada de ¢g; y f2 es una antiderivada de g9, entonces
f1 + f2 es una antiderivada de g; + g9, es decir,

/(91(37)+92(36))d$—/gl(x) dx+/92(x) da.

8.2.1 Integracion por partes

La férmula de Leibniz para la derivacién de un producto de funciones (férmula
(7?)) da lugar a un método de integracién para productos de funciones llamado
método de integracion por partes.! Este método se aplica al célculo de an-
tiderivadas de productos de dos funciones cuando se conocen las antiderivadas
de una de ellas. Aplicando la féormula de Leibniz para la derivacién del pro-
ducto de funciones es posible reducir el problema inicial a la busqueda de
una antiderivada para el producto de otro par de funciones que en muchos de
los casos resulta mas facil de resolver que el problema inicial. El método en
cuestion se puede enunciar en los términos siguientes.

Proposicién 8.1. (Integracion por partes) Sean p y q funciones derivables.
Entonces

/ P(:}:)%(f) dz = p(z)g(x) — / %(:g) o(x)dz +c.

Demostracién. Derivando el producto (pq)(z) = p(x)q(z), tenemos

Entonces,
p(z)q(z) = / p(fé’)%(%%L / q(m)%(w)+c,

Este método fue desarrollado por Brook Taylor (1685-1731), matemético anglo-
canadiense.
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de donde se sigue el resultado. < NOTA IMPORTANTE. Como se observa en el
enunciado anterior, el producto inicial para el cual se busca una antiderivada,
se reescribe como el producto de una funcién multiplicada por la derivada
de otra; luego, aplicando la formula de Leibniz se transforma el calculo de
la antiderivada del producto inicial en el calculo de una antiderivada para el
producto de la derivada del primer factor por la antiderivada conocida del
segundo. Si de alguna forma se encuentra una antiderivada para este ultimo
producto, se tendra una antiderivada para el producto inicial sumando a esa
antiderivada el producto del primer factor por la antiderivada del segundo.

Ejemplo 8.4. Calculemos la integral indefinida de las funciones:
(a) g(x) = xsenz; (b) g(xr) = cos®x; (c) g(x) = e*® cosbx, con a # 0y
b#0.

dq

(a) Haciendo p(x) = z y ¢(x) = —cosz, tenemos zsenz = p(x) 3 () y
x
aplicando la férmula de integracién por partes, se obtiene
d
/(xsena:) dr = /p(x)—q(m) dz
dx
= —xcos:c+/cosxdx
= —xcosx -+ senx + c.
: . > dg
(b) Haciendo p(z) = cosz y q(x) = senz, se tiene cos”x = p(x)d—(x) y
x

aplicando la formula de integracién por partes obtenemos

d
/COSQ$d$ = /cos:v T da
dw

= cosxsenx+/sen2xdx:

= cosxsenx+/(1 — cos? z) du,

de donde .
/cos2 rdr = §(Cosxsenzv +z)+ec

1
(c) Haciendo p(x) = €™ y q(x) = 5 et bx, y aplicando la férmula de inte-

gracion por partes, se tiene

dq 1 a
/eax cosbrdx = /p(x) (a(x)) de = Ee‘” sen bx — 7 /e‘” sen bx dz.
(8.2)
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Calculamos ahora f e sen bxr dr aplicando nuevamente el método de
integracion por partes y haciendo

1
u(z) =e* y w(zr)= — cos bx;
asi,

axr _ dv _ 1 axr a ax
/e senbr dx = /u(m) e (x)dz = ;e cos bx + 2 /e cos bz dz.
(8.3)

Sustituyendo (8.3) en (8.2),

1 1
/e“x cosbxdx = Eeax sen br — % [ — Ee‘m cosbx + % /e‘m cosbx dx] )

y agrupando términos, se tiene

— e’ cosbrdr = —e"*senbx + — (e cos bx).
b? b b2

Finalmente,

/e“xcosbx:e— bsenbxr +acosbxr | +c. «
a? 4+ b2

8.2.2 Integracién por sustitucién o cambio de variable

La regla de la cadena o de derivaciéon de una composicién de funciones da
lugar al método de integracion por sustitucion, que se aplica al calculo de
antiderivadas de funciones que se presentan como la composicién de dos fun-
ciones. El método consiste en expresar la funcién inicial como la composicién
de una primera funcién con una segunda funcién de otra variable y multipli-
cada esa composicion por la derivada de la primera. Aplicando la regla de
la cadena, el problema del calculo de una antiderivada para la funcion inicial
se transforma en el calculo de una antiderivada para la funcion de la nueva
variable; entonces se obtiene una antiderivada para la funcién inicial mediante
la composicién de la primera funciéon con una antiderivada de la funcién de
la nueva variable. En lenguaje técnico, el método se puede presentar en los
términos siguientes.

Proposicién 8.2. (Integracion por sustitucion) Sean g y h dos funciones de-
rivables tales que ¢ : (a,b) — (¢,d) y h: (¢,d) — R, y sea f una antiderivada
de h. Entonces

[ ot (52 ao= ([ rar) o gt0) = flate) +.
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Demostracion. Efectivamente, si derivamos la funcién f o g usando la
regla de la cadena y consideramos que

‘/h@ﬁwthﬁ+cpmay€L

obtendremos

LU +0 = L) - @) = o) i),

lo que prueba la férmula de integracién por sustitucién. <

NoTA IMPORTANTE. El método de integracion por sustitucion también se
puede presentar en la forma

dg _
[ty = ([ ntoten () o) o o7
donde se supone que g tiene derivada distinta de cero. En este caso, cuando se
presenta el problema de calcular una antiderivada de una funcién de la forma
h(g(:v))d—g(a:), se hace el cambio de variable
x

_ 4

y = g(x), dy

para escribir directamente

[ ntaten (L) e = ([ rwdy) ogte),

v reducir asi el cdlculo a la integral indefinida / h(y) dy.

Ejemplo 8.5. Para calcular la integral indefinida de la funcién

p(z) = (v + 1) sen (2% + 2z),
observamos la presencia de la composicion de la funciéon seny con la funcion
g(z) = (2% + 2z). Luego, haciendo la sustitucién

y = 2?4+ 2z, dy = (2 4 2) dx,

podemos escribir

[ty =5 [ sentotan S a - %( / senydy) o (9(x)) =

1 1
=3 cos(g(x)) +c= —3 cos(z? 4 2z) + ¢,

ya que la funcion — cosy es una antiderivada de seny. <
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Ejemplo 8.6. La integral indefinida [ senz cos™ z dz se obtiene haciendo la
sustitucion
Yy = cosz, dy = —senzdx,

[ senrcos s = -( [ dy) o (g())

m—+1
— (-7 o (cosx)
m+1

1
= — cos™ x4+ ¢. «
m—+1

y escribiendo

Ejemplo 8.7. La funcién f tal que

d4f

e (x) = arcsen(z) y f(0)=2

se determina aplicando primero el método de integracién por partes en la forma

d
/(arcsen x)dr = /(arcsen x)d—x dz

X

d arcsen x
= grarcsenx — r—— | dz
dx

T
=garcsenzs — | ———dzx
V1 — 22

y calculando la integral indefinida del tdltimo término mediante la sustitucion
y=1-2?% dy = —2x dz,

para obtener

/\/%dx: (—% %dy>o(1—x2):
=—Vl-22+c

Luego, la integral indefinida de arcsen(x) es

arcsen x)dxr = x arcsenx + —x“ 4+ c.
/( )d N

Finalmente, tomando la constante ¢ = 1 tendremos la solucién de la ecuacion

diferencial, f(x) = zarcsenz + V1 — 22 + 1. 4
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NoOTA IMPORTANTE. Si f es una antiderivada o primitiva de g y z es una
2

z
antiderivada o primitiva de f entonces ——(r) = g(z); esto muestra cémo

determinar, mediante el calculo reiterado de antiderivadas, las funciones que
tienen como segunda derivada una funcion previamente dada.

Ejemplo 8.8. El cédlculo de la funcién z tal que

d’z dz
@(x) =z+senx con z(0)=1y E(O) =1,

se obtiene encontrando primeramente la integral indefinida de g(x) = z+sen z,

1
/g(x) dr = 51‘2 —cosx +c

donde ¢ es una constante y, enseguida, la integral indefinida de la antiderivada
anterior, para obtener

+(x) :/(/g(:c)dx> dx:éﬁ— sen.z + cz + b,

d
con b constante. Al requerir que z(0) =1y d—Z(O) = 1, se obtiene
x

2(0)=b=1

%(O) =—cosO0+c=1.

Entonces la funcion buscada es

1
z(x) = ax?’ —senz +2r + 1. <

8.2.3 Integracién por sustitucion trigonométrica

Para la familia de funciones de la forma h(v/1 — 22), h(v/1 4+ 22) o h(v/2? — 1)

donde h es una funciéon continua, el método de sustitucién, o de cambio de

variable, nos permite remitir el calculo de su integral indefinida a la integral

de una funcién trigonométrica. Presentamos a continuacion esos casos.
Primer caso. Sea h una funcién continua. Para calcular la integral in-

definida de la forma [ h(v/1 — 22)dz, se hace la sustitucién

0(z) = arcsenz, =z € (—1,1),
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y se reescribe la integral indefinida en la forma

/h(ﬂ) dz = /h(cos@(x))dx. (8.4)
Tomando en cuenta que
dg 1 1
dr 1—22 cosf(x)’
escribimos la integral indefinida en el lado derecho de (8.4) en la forma

/h(cos@(x))dx = /h(cos@(x))cos@(x)% dz.

X

Aplicando la férmula de integracion por sustitucién, obtenemos
/h(\/ 1—2a?)de = (/h(cos 0) cos@d@) o (arcsen ). (8.5)

Ejemplo 8.9. Mediante sustitucién trigonométrica, obtenga la integral in-

definida
/ val

— 2
= dz.
Solucién. Aplicando la férmula (8.5) se tiene

V1—2a? 20
/ 5 T dr = (/ s dQ) o (arcsenx) = — cot(arcsen z) — arcsen z + ¢
x

sen 20

y, entonces,

[V,

— 2
5 de = — —arcsenz + c. <
T

Segundo caso. Sea h una funciéon continua. Para calcular una integral
indefinida de la forma [ h(v/1+ 22) dz, se hace la sustitucién

0(r) = arctanz, 1z € (—o0,00),

y se reescribe la integral indefinida en la forma
/h(\/l+x2)dx _ /h( 1—|—tan29(x)> de = /h(sec&(m))dx.

Tomando en cuenta que

do 1
Frink i cos? 0(x),
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escribimos la ultima integral indefinida en la forma

/h(sec O(z))dz = / h(sec 0(x)) sec 0(1:)% dz,

y aplicando la férmula de integracion por sustitucion se tiene
/h(\/ 1+2?2)de = (/h(sec 0) sec? 9d9) o (arctan ). (8.6)

1
—dx.
21?2+ 4

Ejemplo 8.10. Calcular la integral indefinida
Solucién. Hacemos la sustitucién
x
=2 dy=-=d
Yy 9’ Yy X

y reescribimos la integral en la forma

+1

BT S —
x2Va?+4 N N 2\ 2 2
GIVE)

il wat) o ()

4 r2yV/x? + 1 2)
Entonces, la antiderivada que debemos calcular es

1 1

————de= [ h(V2?2+1)dx, con h(y)=——FF—.
/xQ\/xQ +1 / ( ) W) y(y> —1)

Aplicando la férmula (8.6) obtenemos

2
5 _ sec” 0
Va2 +1)dx (/ P N d9> o (arctan x)

1
————dx= [ h
22?2+ 1 / (

cos 1
B (/ ‘sen 20 dQ) ° (arctanz) = - sen 6 o (arctan z)
V1422

= — —|—C7
T

por lo que, finalmente,

+c. <

T\ Va4 22
N 4x

1 1 1
———dx = - ————dx o
22/ 2?2 +4 4( 22/ x? + 1 ) (2
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Tercer caso. Sea h una funcién continua. Para calcular la integral in-
definida de la forma [ h(v/z? — 1) dz, se hace la sustitucién

0(z) = arcsecx, x € (—1,1),

y se reescribe la integral indefinida en la forma
/ (VA =T) do / h(tan 0(x)) dz.

Tomando en cuenta que

do B darcsec x 1 1

dr dz g2 —1 secH(z)tanf(z)’

escribimos la tltima integral indefinida en la forma

/h(tan&(x))dx: /h(tan@(a:))sec@(a:) tane(x)i—i dz

y, aplicando la férmula de integraciéon por sustitucién, se tiene

/ h(Vr2—1)de = ( / h(tan 6) secetaned0> o (arcsec ). (8.7)

Ejemplo 8.11. Calcule la integral indefinida dx con a > 0.

| =

Solucion. Hacemos la sustitucién

y encontramos que

1
/mdx:

/a (;)2_1011; (/%dx) o(g)

Enseguida nos remitimos al calculo de la integral indefinida / —

que es de la forma

/\/%dx:/h(M)dx con h(y):é
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Aplicando la férmula (8.7) se tiene

/ \/%daj _ ( / sec9d9> o (arcsec z)

= In|secf + tané| o (arcsec x)

In|z+ Va2 —1|,

y, finalmente,

1
/\/ﬁdx:lnp&—i—\/$2—a2\—lna—|—c.<l

8.2.4 Integracién de funciones racionales

En esta subseccion presentamos el llamado método de fracciones parciales para
el célculo de la integral indefinida de funciones racionales. Una funcién racional
es una funcion de la forma
x
r(z) = p(z)
q(z)

donde p y ¢ son polinomios. La funcién racional r, puede reescribirse, después
de aplicar el algoritmo de la divisién para polinomios, en la forma r = w+ s/t,
donde w, s y t son polinomios y el grado de s es menor que el grado de t. Lo
anterior nos permite reducir el calculo de la integral indefinida de funciones
racionales a aquellas para las que el grado del polinomio del numerador es
estrictamente menor que el grado del polinomio del denominador.

Los teoremas siguientes sobre polinomios y funciones racionales son dos re-
sultados importantes de algebra, que permiten resolver el problema del célculo
de antiderivadas de funciones racionales.

Y

Teorema 8.1. (Teorema fundamental del dlgebra) Cada polinomio t = t(z)
con coeficientes en los numeros reales se factoriza en la forma
t(z) =c(x —a)™(x —az)™ -+ (x — as)™-
(2= b + K (@ — ba)? + R3] - [( = b2 + k2,
donde
mi +mg -+ mg+2r; + -+ 2r, = grado de t.

Note que los factores de la forma [(z — b)? + k?]™ son polinomios de segundo
grado con raices complejas.
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Teorema 8.2. Sean s y t polinomios tales que el grado de s es menor que el
grado de t. Entonces la funcién racional r(x) = s(x)/t(x) puede expresarse
como suma de funciones racionales de la forma

e o cx+d
(x —a)™ [(z —b)% + k2]

(8.8)

donde a,b,c¢,d, k,e € Ry m,n € N. A las funciones (8.8) se les denomina
fracciones parciales. Més ain, por cada factor (x —a)™ del polinomio ¢ = ()
se tienen m sumandos de la forma

€1 €2 €m

G- @-ap oo

y cada uno de los términos de la forma [(x — b)? + k?]" da lugar a n sumandos
de la forma
1+ dq Co + do - cn +dy,
(G I T s C (P ra

Basado en la descomposicién anterior, el teorema siguiente caracteriza la
integral indefinida de toda funcién racional.

Teorema 8.3. La integral indefinida de una funcién racional es una suma de
funciones de la forma

S(:E) = U\ ainvlx arctan w(x C
‘/Hadx— (#) + alnv(z) + barctan w(z) +

donde u,v y w son funciones racionales y a, b, c € R.

Demostracion. Tomando en cuenta que toda funcion racional se puede
cr+d

a
@ =0 (& — )2 + k"
donde m y n son numeros naturales y a, b, c,d, e, k son constantes reales, la
integral indefinida de esas funciones se reduce al calculo de la integral in-

expresar como suma de fracciones parciales de la forma

dx se
m

(z =)

definida de las fracciones parciales. Para la evaluaciéon de /

tiene, directamente por sustitucién,

aln|z —b] sim=1,

A= m)(z— byt sim > 1.




188 8. La integral indefinida

El célculo de la integral indefinida para los términos de la forma
cr+d
[(z — €)% + k2"

se reduce a calcular primitivas para funciones racionales de la forma

1 r—e
(D S I (R R
Para el calculo de la integral indefinida de las funciones de forma
1
[(z —e)? + k2]

se procede definiendo las integrales

1
I, = dr, n=1,23,. ..,
/[<x—e>2+k2w B

las cuales se calculan recursivamente mediante las formulas

7 1 ; Tr—e
= — arctan
LT g2 k

1 r—e
[n:m{(2n—3)jn_l+ [(1‘—6)24—]{2]"*1 ; n:2,3,4,...
Finalmente, la integral indefinida de las fracciones parciales de la forma
x—e
[(z —e)? + k2"

se calcula directamente sustituyendo y = (z —e)? + k?, dy = 2(x —e) dx, para
obtener

/ T —e e — 1 1 y
G—cP 0 ¥ = 2w (@ —oP + R

Ejemplo 8.12. La integral indefinida de la funcién racional r(z) = — 1
x
calcula con la descomposicién en fracciones parciales

1 1 e cr +d

B+l (z+D)@2—z+1) x+1+x2—x+1’
donde ¢ = —1/3, d=2/3, e=1/3.

Por tanto,

1 1 1 —1 -2
de = - de + — x—dx:
341 3) z+1 3 2 —x4+1

1 1 1 20 — 1
:—ln]az—l—ll——ln(x2—x+1)—|——arctan(x )—l—c.<1

3 6 V3 V3
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Ejercicios y problemas del capitulo

Concepto de antiderivada

T

8.2.1. Encuentre una antiderivada de la funcién f(z) = ze®, ensayando con fun-

ciones de la forma y(x) = axe® + be”.

8.2.2. Calcule las integrales indefinidas siguientes:

N T — X X, C na:ck xZ.
(a)/\mmx, <b>/<| 1) + |2+ 1]) da; <>/; et d

8.2.3. Verifique las férmulas para las integrales indefinidas de las funciones racionales
siguientes:

1
(a) /m2 1 dz = arctanz + ¢

x
=1 2+1
(b)/w2+1dx nyvaz?+1+4c

1 1 T
(C) W dx = 5 arctan x + x2 T 1 +c

x 1 1
d) [ dr =
()/(x2+1)2 TT Tyt

x + arctan 2
2

tan +c.

(e)/ ! dr = 1
asenx +bcosz v Va2 + b2 .

Interpretaciéon geométrica de la antiderivada

8.2.4. *Dibuje la gréfica de las funciones que forman la integral indefinida de la
funcién cuya grafica aparece en la figura 8.1.

f(x)

N

N

Figura 8.1:
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da*f
da?
|1
1 2 v
—14
Figura 8.2:
- ) 9 : . df
8.2.5. *Dibuje la gréfica de la funcién f si f es continua, f(1) =0, d—(l) =1lyla
x
2
grafica de Fre) es la que se muestra en la figura 8.2.
x

Métodos de integracién

8.2.6. Aplicando el método de integracién por sustitucién, encuentre las integrales
indefinidas siguientes:
sen /z dzx
a V25 + x2 dx; b dz; ¢) ——————.
@ [ov R AN © Vit e
8.2.7. Aplicando el método de integracién por partes, calcule las integrales in-
definidas siguientes:

(a) /arcsenxd:c; (b) /lnxdx; (c) /:czsenxdx.

8.2.8. Aplicando el método de fracciones parciales, encuentre las integrales indefi-
nidas siguientes:

22 +1 T
@ s e

1 1
——dz; d —_ dz.
(c) /334—a4 :1:, (d) /62‘”—461—1-4 v

8.2.9. Haciendo sustituciones trigonométricas, calcule las integrales indefinidas si-
guientes:

(a) /(ﬁdx; ) /x3\/9—7dx; (©) /“”1;16(195.

22 + a?)?
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Antiderivadas diversas

8.2.10. Calcule las antiderivadas siguientes:

(a) / e du; (b) / ¢ sen b du;

(©) / sen da; (d) / 23 sen (22) da;

(e) / arctan z dz: (®) / s

(g) / ztan® ¢ dz: (h) / (xf:i;fm :
(i)/\/x+11i\/x_1d$; (j)/de;

() / s 0 [z de;
(m) / e da; (n) / +(nz)™ dz, m € Z;
(o)/x_:xndm, neZ- {1}y (p) \/ﬂliﬂdx.

8.2.11. Caleule las antiderivadas siguientes:
(a) /\/%dx, m € Z; (b)/mdx;
(©) / (25 + %) /25 + 2das (d) / Seng””)dm;
(e) / \/%dx; (f) / tan*(rz) dz;
@) [ —dn ) [VI=senzed,
@) /x8x—2dx’ (i) /xlnxlln nz)
() / 37 . 5% da 0 / <1—;25 /7 da:
(m) [ (2~ 502 ) [/ a 2
(0) / sen (In z) da (0) / xm(%? ) dz:

1
(@ / (@2 +z+1)Va?+az -1 aa-

8.2.12. Mediante el cdlculo de la integral indefinida de la funcién g, encuentre la
funcién f tal que

L) = o)
y que, ademads, satisfaga la condicion senalada a la derecha, para los casos siguientes:
1
(a) g: (-3,00) > R, g(z)=——= y f(0)=1.

xr+3
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22 4 5z
(1) g: (o) =k, gla)= TT2ED y pay =0
(c)g:(—g,g>—>R, g(z) =tanz y f(0)=0.

8.2.13. Deduzca las férmulas siguientes:

1 1
(a) /cos” zde =~ cos" lasenz + - + /COSn2 x dz,
n n

donde n es un numero natural.

1 —Cosx n—2 1
b ——dz = d
() /sen”m v (nl)sen"1x+n1/ senn—2z

donde n > 2 es un numero entero.

(©) / 1 d sen n n—2 / 1 q
c ——dz = x,
cos™ x (n—1)cos"tz n-—1) cos" 2z

donde n > 2 es un numero entero.

8.2.14. *Sean p y ¢ polinomios con coeficientes reales y grado de p < grado de gq.
Supongamos que ¢ solo tiene raices reales, es decir, que se puede factorizar en la
forma

q(z) = (z —a1)(z —az) - (z — an)
con a; # aj para ¢ # j, de tal manera que la descomposicién en fracciones
parciales de la funcién racional p/q es de la forma

p(z) Ay Ay A,
= + e
g(z)  (z—a1) (¢ —a) (z — an)
(a) Demuestre que
A= Pl s
)
dz " "

Esto nos da un método para el calculo de las constantes Aj en la descom-
posicion en fracciones parciales cuando el denominador g se puede factorizar
como un producto de factores lineales.

(b) Haciendo uso del resultado obtenido en 8.2.14, calcule la integral indefinida

/ 322 + 1z +2 du
(22 —1)(2z2 4+ 52 +6)

8.2.15. *Haciendo la sustitucién y? = T Z, calcule la integral indefinida
T —

[ V= ae-bd.



8. La integral indefinida 193

8.2.16. *Encuentre un polinomio de segundo grado p tal que p(0) =1y

/ p) ..
x3(x 4+ 1)2
sea una funcidn racional.

1
—dz paran=1,2,3,...

8.2.17. *Determine /M



