Capitulo 4

Fundamentos del Calculo

El limite de una funcién real de variable real y = f(x) en un punto xg es el
concepto fundamental del calculo y la definicién de limite es reconocida como
una de las maximas expresiones del discurso matemético moderno; su manejo
es imprescindible para una clara comprension del célculo y sus aplicaciones.

En este capitulo se presenta la nocién de limite a partir del concepto de
convergencia de sucesiones y luego se introduce el concepto de funciéon con-
tinua como aquella que preserva la convergencia de sucesiones. En capitulos
posteriores presentaremos los conceptos béasicos de derivada e integral de una
funcion basandonos en el concepto de limite.

Este capitulo incluye las demostraciones completas de los resultados basicos
del analisis matematico con el propédsito de ir familiarizando al estudiante en
el manejo de las técnicas de argumentacion y prueba propias de esta area de
las matematicas.

4.1 Sucesiones reales

Una sucesion real es un conjunto de numeros reales ordenado mediante el
conjunto de los niimeros naturales.

En otras palabras, una sucesiéon es un conjunto de niimeros reales etiqueta-
dos con nuimeros naturales, de tal manera que la etiqueta especifica el lugar o
el orden que ocupa cada elemento en la sucesion. La etiqueta, al ser un niimero
natural, nos senala cudl es el primer elemento de la sucesion, cual el segundo,
cudl el tercero, etc. Para definir una sucesion real, es necesario especificar los
nimeros que la integran y el lugar que ocupan segin el orden de sus etiquetas.

Ejemplo 4.1. La sucesién con primer elemento el niimero 1, segundo elemen-
to el nimero 1/2, tercer elemento el nimero 1/3, y asi, en general, con i-ésimo
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elemento el nimero 1/i, para los valores i = 1,2,3,..., se puede representar

escribiendo
1 1 1
]-primeroa 5 ; g sy Y y oo
segundo tercero L i—ésimo

Los puntos suspensivos al final significan que la sucesion se extiende de acuerdo
al orden creciente de las etiquetas. <

Una manera usual de describir una sucesion real consiste en dar la regla,
o férmula, que nos permita conocer, para cada valor i = 1,2,3,..., de la
etiqueta, el numero que lleva dicha etiqueta. Esto se hace denotando por s; el
nimero que ocupa el i-ésimo lugar, para cada uno de los lugares i = 1,2,3,...y
mostrando cémo se calcula el valor de s; en términos del valor ¢ de su etiqueta.
Por ejemplo, la sucesién

1 .
S = 7 para ©1=1,2,3,...

representa, en forma compacta, la sucesion del ejemplo 4.1. De esa manera
quedan determinados todos los elementos de la sucesién y podemos saber di-
rectamente cudl es el nimero que ocupa cada lugar. Por ejemplo, el elemento
que ocupa el lugar 130 es el nimero 1/130. Note que siendo el nimero de
etiquetas infinito, cada sucesién consta de un nimero infinito de niimeros que
pueden repetirse.

En general, para denotar una sucesion escribiremos entre llaves el niimero
que ocupa el i-ésimo lugar y fuera de las llaves, como subindice, escribiremos
1 = 1 y como supraindice el simbolo co para significar que la etiqueta toma
valores sobre todos los niimeros naturales: {s;}2;.

Ejemplo 4.2. (a) La sucesién s; = (—1)" para i = 1,2,3,... es una sucesién

cuyos elementos sélo toman dos valores.
oo

(b) El simbolo {+8} representa la sucesién real
Um0 )im

-1 —131 ?
TSy m g (o

(¢) En la sucesién real {(—1)"v/i>+ 1}21 el nimero /101 ocupa el décimo
lugar. <

Asociado al concepto de sucesién, se tiene de manera natural el concepto
de subsucesion de una sucesion, entendida como una nueva sucesion cuyos
elementos forman un subconjunto de la primera y su orden como elementos
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de la subsucesion preserva el orden que esos mismos elementos tenian en la
sucesion inicial. Es decir, si en la sucesion un elemento es posterior a otro
y ambos estan en la subsucesion, también en ésta el primer elemento sera
posterior al segundo. Esto lo escribiremos de manera precisa con la definicion
siguiente.

Definicién 4.1. (a) La sucesién de etiquetas {m;};-, es creciente si siempre
que j < k se tiene mj < my para j, k nimeros naturales.

(b) Una sucesién {s;};-, se dice subsucesion de una sucesién {a;};-, , si
existe una sucesién creciente de etiquetas {m;},-, tal que s; = a,,, para i =
1,2,3,. ..

Ejemplo 4.3. (a) La sucesién {\/2i+3}zl cuyos elementos son v/5, /7,
V9, V11, ...,v/2i+3,... es una subsucesién de la sucesién {\/i}j; cuyos

elementos son v/1,v2,v/3, ... En este caso, la sucesién creciente de etiquetas
que dan lugar a la subsucesion es {2 + 3}.° , de tal manera que el elemento
de la subsucesion con etiqueta i es el elemento de la sucesion que tiene etiqueta
21+ 3 parat=1,2,3,.

(b) La sucesién {cl}Z {62 + 1}.2, es subsucesién de {a;}~, = {2i +1};°,
donde la relacién entre las etiquetas es ¢; = ag; para cada i = 1, 2,3,... 4

Dadas dos sucesiones de nimeros reales {a;};~, v {b;},~, , podemos sumar
o multiplicar término a término estas sucesiones para formar nuevas sucesiones
reales. Asi, a la sucesién {s;};-, cuyo i-ésimo término se forma sumando el
i-ésimo término de la sucesién {a;};~, con el i-ésimo término de la sucesién
o
{bi}izl ’

s; =a; +b; parai =123, ...

se le llama sucesion suma de las dos sucesiones iniciales y se denota

{sitic = {ai}iZ) + {0}, = {ai + b},
Andlogamente, a la sucesién {p;};-, cuyo i-ésimo término se forma multipli-
cando el i-ésimo término de la sucesién {a;};~, con el i-ésimo término de la
sucesion {b;}.-, ,
p; = a;b; parat=1,2,3,...

se le llama sucesion producto de las sucesiones iniciales y se denota

{pit2y = {a:}Z; - {0}, = {abi}2,
Las operaciones de suma y producto de sucesiones heredan las propiedades de
campo de las operaciones de los niimeros reales, como son la conmutatividad,
asociatividad, distributividad, existencia de neutro aditivo y multiplicativo,
existencia de inverso aditivo, y cuando la sucesién estd formada de nimeros
distintos de cero, la existencia de inverso multiplicativo.
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4.2 Convergencia de sucesiones

Se llama intervalo abierto con centro en el nimero real L y radio r > 0, al
conjunto
(L—=r,L+7r)={x €R tales que |[x — L| <r}.

Se dice que una sucesion {s;},-, de nimeros reales es convergente a un nimero
real L si los elementos de la sucesion se aproximan al nimero L “tanto como
se quiera” a medida que crece la magnitud de las etiquetas de esos elementos.
En términos precisos, esto se enuncia de la manera siguiente:

Definicién 4.2. La sucesién de nimeros reales {s;};~, converge al nimero
L si para cada intervalo I con centro L y radio r, existe una etiqueta NN,
tal que todos los elementos de la sucesién cuya etiqueta es posterior a N,
pertenecen a dicho intervalo. Cuando el enunciado anterior es verdadero, es-
cribimos simbdlicamente

{si}iZy = L
0

lim s; = L.

1—00

Al nimero L se le llama limite de la sucesion {s;};-, .

Dado que un intervalo con centro L queda determinado por su radio r, la
definicién 4.2 se puede parafrasear como sigue:

“{si}~, converge a L si para cada r > 0, existe un nimero natural N, tal
que si i@ > N, entonces |s; — L| < r.”
NoTA IMPORTANTE. Para fijar mejor la definiciéon anterior, considere las ob-
servaciones siguientes.

(a) La definicién de sucesion convergente no dice cémo encontrar el limite
de una sucesion, sino sélo qué propiedad define al limite de una sucesion.
En ese sentido, la definicion sélo dice qué debemos hacer para comprobar
que un cierto numero es efectivamente el limite de la sucesion.

(b) Para comprobar que un numero L es el limite de una sucesion, la de-
finicién nos exige que para cada intervalo I de radio r centrado en L
encontremos una etiqueta N, a partir de la cual todos los elementos de
la sucesion con etiqueta mayor pertenezcan a ese intervalo. Esa etiqueta,
cuya existencia hay que mostrar, no es la tinica con esa propiedad ya que
cualquier otra mayor que ella también tendra esa propiedad.

(c) El valor de la etiqueta a partir de la cual los elementos de la sucesion
pertenecen a un intervalo dado, depende del radio de ese intervalo y
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mientras mas pequeno sea ese radio, en general, mas grande tendra que
ser la etiqueta.

(d) La convergencia de una sucesion a un nimero L no se altera si se modifica
el valor o el orden de cualquier niimero finito de elementos de la sucesion.
Esto es asi porque la convergencia de una sucesion es una propiedad que
solo tiene que ver con el comportamiento de sus elementos a la larga,
es decir, cuando su orden crece indefinidamente y no depende de lo que
suceda en un nuimero finito de ellos.

La siguiente observacion, que enunciamos en forma de lema, nos sera de
gran utilidad en lo que sigue.

Lema 4.1. Si una sucesién {s;};-, converge a L, entonces {s; — L}, es una
sucesién convergente a cero y, reciprocamente, si la sucesiéon {s; — L}~ con-
verge a cero, entonces la sucesién {s;};~, converge a L.

NoOTA IMPORTANTE.
(a) Toda sucesion constante es convergente: {s;}.-, = {a};-, converge a a.

(b) Toda subsucesion de una sucesion convergente a L es convergente a L.
3i+1\%
2i+8)._,

Para comprobar lo anterior estimamos primero la distancia del i-ésimo término
de la sucesién al nimero 3/2 aplicando la definicién de convergencia:

Ejemplo 4.4. La sucesion { es una sucesién convergente a 3/2.

3 [3i+1 3] |2(3i+1)—3(2i+8)
Si_ﬁ’ - 2@'+8_§‘_‘ 2(2i + 8) ‘
| -2 ] | 1
- ‘2(2@'+8) _‘(2i+8)"

Esta distancia se hace cada vez mas pequena a medida de que la etiqueta ¢

. . . 3 .
crece. Si consideramos ahora el intervalo I = (5 -, 3 + r) con r > (, segun

la estimacion anterior, el elemento s; de la sucesion pertenecera al intervalo I,
si su etiqueta 7 es tal que
11
‘ (2i + 8) ‘ =
0, lo que es lo mismo, siempre que su etiqueta ¢ sea mayor que la etiqueta N,
dada por

1/11
N, = primer natural mayor que 3 (— — 8).
r
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Es decir, se tendra que

siempre que

, . 1711
1 > primer natural mayor que sl5 8,
r

lo cual, segin la definicién 4.2, significa que la sucesion converge al niimero
3/2. <

Por ejemplo, si consideramos el intervalo de radio r = 1/10°, los elementos
de la sucesién distardan de 3/2 en menos de una millonésima de unidad si su
etiqueta es posterior a la etiqueta

1
N = 5((11)(106) — 8) = 5499996.
10

Ejemplo 4.5. La sucesién {—1,1,—1,...} es un ejemplo de una sucesién no
convergente, pues si un ntimero L fuera su limite, tendriamos una contradic-
cion. En primer lugar tendriamos que L no podria ser distinto de 1 y —1, pues
si lo fuera, al escoger un intervalo con centro en L con radio r menor que la
mitad de la distancia mas pequena de L a 1 y —1, no podriamos encontrar
una etiqueta a partir de la cual los elementos de la sucesion pertenecieran a
dicho intervalo. Analogamente, si supusiéramos que L es el nimero 1, tomando
r = 1/2 tampoco podriamos encontrar una etiqueta a partir de la cual todos
los elementos de la sucesion pertenecieran al intervalo de centro L = 1 y
radio 1/2, ya que los elementos de la forma (—1)° con ¢ un nimero impar
estdn alejados en mas de 1/2 de L = 1. Andlogamente, podriamos repetir el
argumento si supusiéramos que L es igual a —1. Luego, no existe valor real
de L que satisfaga la definicion de limite de la sucesion; por tanto, ésta no es
convergente. <

4.2.1 Propiedades de las sucesiones convergentes

Enseguida enunciaremos y demostraremos algunas de las propiedades mas im-
portantes de las sucesiones convergentes.

Una sucesién de numeros reales {a;},-, se dice acotada si todos sus ele-
mentos se encuentran dentro de un intervalo cerrado de la forma [—M, M] con
M algin ntimero mayor que cero, es decir, si

—M < a; <M paratodat=1,2,3,...

Proposicién 4.1. Toda sucesién convergente {a;};-, de nimeros reales es
acotada.
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Demostracion. La proposicion se prueba a partir del argumento siguiente:
Primero denotemos por L el limite de esa sucesién y por I el intervalo con
centro L y radio r = 1. Por ser convergente la sucesién, existe una etiqueta N
a partir de la cual todos los elementos de la sucesién a; con ¢ > N pertenecen
al intervalo I, o lo que es lo mismo, satisfacen

la; — L| <1 para toda ¢ > N. (4.1)
Aplicando la desigualdad del tridangulo en (4.1), se tiene
|ai] = L] < Ja; — L] <1
y entonces

la;| < 1+ |L| para toda i > N.

Tomando ahora C' = max {|aq], |az|,...,|an|} vy M = max {1+ |L|,C}, ten-
dremos que
la;| < M para todo i =1,2,3,...,

lo cual muestra que todos los términos de la sucesion pertenecen al intervalo
[—M, M]. <

Proposicién 4.2. El producto de una sucesién acotada {a;},-, por una su-
cesién convergente a cero {b;},~, es una sucesién convergente a cero.

o

Demostracién. Sea M > 0 una cota para {a;},_,, es decir,

la;| < M para todai=1,23,...

La distancia al cero del i-ésimo término de la sucesién producto {a;b;};-, para
1=1,2,3,... satisface
|aibi| < fail|bs| < M|bil, (4.2)

es decir, es siempre menor que M veces la distancia del término b; a cero.

Luego, si tomamos el intervalo con centro 0 y radio » > 0, sabemos por la
. . 00 . , .

convergencia a cero de la sucesién {b;},_, , que existe un indice N, tal que

|b;| < % para toda ¢ > N,. (4.3)
Combinando (4.2) y (4.3) tendremos
la;b;| < r paratoda i > N,,

lo que muestra que los términos de la sucesién producto distan de cero en
menos que r a partir de la etiqueta N,. Siendo r > 0 arbitrario, esto significa
que la sucesién producto {a;b;};-, converge a cero. <
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s e s . . o o0

Proposicién 4.3. Silas sucesiones {a;}.-, y {bi};-; convergen a cero, entonces
. o0 o0 .7

la sucesiones {a; + b;}~, y {a; — b;},-, también convergen a cero.

Demostracién. Por definicién, para probar que {a; + b;};-, converge a cero,
tenemos que probar que si escogemos arbitrariamente un intervalo de centro 0
y radio r mayor que cero, entonces podemos encontrar una etiqueta N tal que

|az—|—bl| <r

siempre que ¢ > N. Para encontrar tal N, razonamos de la forma siguiente:
Como las sucesiones {a; };~; y {b; };-, convergen a cero, para el intervalo (-5, %)
y para cada una de ellas, podremos encontrar etiquetas N; y N, tales que

r
|al|<§ sii> Ny

1by] <g sii> No.

Ahora, si tomamos N = max {N;, No}, o sea N igual a la mayor de las dos
etiquetas Ny y Ns, simultdneamente se cumplird que

|ai|<§ y]bi|<g sii> N

y aplicando la desigualdad del triangulo, tendremos que los términos de la
sucesion {a; + b;};-, satisfardn

|a; + bi| < fai| +[bi| <7, sii> N,

lo cual comprueba que podemos encontrar una etiqueta a partir de la cual
todos los términos de la sucesién suma {a; + b;};-, disten de cero en menos
que r. De lo anterior se sigue que {a; + b;};—, — 0.
. ./ oo

Para probar la convergencia a cero de la sucesién {a; — b;}._, , el razona-
miento es el mismo, pues también se tiene |a; —b;| < |a;|+]b;| <7, sii> N.<

Como consecuencia directa de la proposicion 4.3, tenemos la proposicion
siguiente.

Proposicién 4.4. Una sucesion convergente {s;}.~, tiene un solo limite.

Demostracion. Para demostrar la validez de esta proposicién, recurriremos
al método de demostracién conocido como “de reduccion al absurdo”: Supon-
gamos que el enunciado a demostrar es falso y que existe una sucesion {s;};-,
que converge al mismo tiempo a dos numeros distintos L; y Lo con Ly # L.

Como consecuencia de la suposiciéon anterior, se tendria que las sucesiones
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{si — L1}~y {si — Lo};2, convergen a cero, y como consecuencia del lema
anterior tendriamos que su diferencia

{si—Li—si+ Lo}y ={Lo— L1}, =0

converge a cero, lo cual no es posible pues la sucesién {Ls — L };-, es cons-
tante y converge a Ly — L1 # 0. Luego, no se puede suponer que la proposicién
sea falsa porque se llegaria a un absurdo, por tanto la proposicion tiene que
ser verdadera. <

Enseguida mostraremos que, bajo las operaciones de suma y producto de
sucesiones, se preserva la propiedad de convergencia. KEsto significa que al
sumar y multiplicar sucesiones convergentes obtenemos de nuevo sucesiones
convergentes.

Teorema 4.1. Sean {a;};-,,{b;}.;o, son sucesiones convergentes tales que
lim a; = L y lim b; = M. Entonces:
1—00 1—00
(a) La sucesién suma {a; + b;};o, = {a;};o, + {bi};~, es convergente y su
limite es igual a la suma de los limites de {a;},~, v {b;}.~,, o sea,

i—00

(b) La sucesién producto {a;b;}io, = {a;}io, - {bi};=, es convergente y su
limite es igual al producto de los limites de {a;},-, v {bi};=;, 0 sea,

1— 00

(c) Si {a;};2, es tal que a; # 0 para ¢ = 1,2,3,... y converge a L # 0,

) 1 1
entonces la sucesion {— converge a —, O sea,
a; i=1 L
1 1
lim — = —
1—00 a;

Demostracién. Para probar el inciso (a), observamos que si lima; = Ly
1—00

lim b; = M, entonces las sucesiones
1—00

o [o.¢]
{az‘ - L}i:1 y {bz‘ - M}i:1
convergen ambas a cero. La proposicion 4.3 implica entonces que su suma

{ai +bi — (L + M)}=,
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converge también a cero, por lo que {a; + b;};~, converge a L + M.
Para probar (b) observemos que

donde hemos sumado y restado el término a;M a a;b; — LM para cada i =
1,2,3,... Ahora (4.4) se puede escribir en la forma

{aibi —aiM + a;M — LMY, = {ai};Zy {bi = MYZ, + {M}Z {ai — L}2
y en el lado derecho, el producto {a;},~, {b; — M};°, converge a cero pues
{a;};2, es acotada por ser convergente y {b; — M}.°, converge a cero. El

término {M}.;2, {a; — L};°, también converge a cero, por las mismas razones.
Luego, {a;b; — LM}.2, converge a cero, o lo que es lo mismo, lim a;b; = LM.
11— 00

La prueba de (c) se obtiene escribiendo

o o .~ o= L—a)®
{ai L}z‘:1 { a; L }izl {CLiL}Z.Zl{ ai}isy

1 [e.o]
y observando que la sucesion { } es acotada ya que lim; ., a; = L # 0,
@it ) =1
y tomando el intervalo con centro L y radio r = |L|/3 existird una etiqueta N
tal que
L]

|ai—L]<? sii> N;

luego, aplicando la desigualdad |a; — L| > |L| — |a;| tendremos

2|L
la;| > lT’ sii >N
y, por tanto,
1 3
< — sii>N.
iz S22 T

Asi, la sucesién {1/a;,L};”, es acotada y entonces la sucesién de la derecha en

la expresion
1 1)~ 11~
- _ L—a}>®
{ a; L }izl { a; L }i:1 ¢ il

1) iy
— converge a —.
e seaT
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NoOTA IMPORTANTE. En el inciso (¢) del teorema 4.1, la condicién L # 0 es
necesaria para que el limite de la sucesion {1/a;};-, exista y sea 1/L. Si se
remueve esa condicion, el inciso (c¢) deja de ser valido, como lo muestra la

oo
.z -] OO , 1 - 00
sucesion {1/i},_, , que converge a cero, pero su reciproca 7 = {i}.2,
1 .
=1
no converge, pues crece sin Iimite.

Finalizamos esta subseccion con el resultado siguiente, de gran utilidad, y
que es consecuencia de la propiedad de continuidad de los niimeros reales.

Proposicién 4.5. Toda sucesién acotada posee una subsucesiéon convergente. !

Demostracién. Sea {c¢;};-, una sucesién cuyos elementos pertenecen al inter-
valo [a, b]. Dividamos ahora el intervalo [a, b] en los intervalos de igual longitud,

2 2
intervalos habrd una infinidad de puntos de la sucesion {¢;} puesto que, aunque
sus valores coincidan, los elementos de la sucesion se consideran distintos si sus
etiquetas son distintas. Supongamos que eso ocurre en el primer subintervalo,
y lo denotaremos por [ay, by]; dividamoslo a su vez en los subintervalos de igual
ai + bl a; + bl
2 |V 2
contenga una infinidad de elementos de la sucesién {¢;} y denotémoslo por
laz, bs]. Repitamos este proceso, dando lugar a una sucesién I; = [a;, b;] de in-

a—+b a—+b
[a, i } y [ i , b} . De aqui podemos concluir que en al menos uno de esos

longitud [al, ,b1|, v escojamos ahora alguno de ellos que

b—a
tervalos cerrados anidados de longitud 5 parai = 1,2 3,... Los extremos

izquierdos {a;};-, de los intervalos I forman una sucesién creciente y acotada
de nimeros reales y los extremos derechos {b;};-, forman una sucesién decre-
ciente y acotada. En virtud de la propiedad de continuidad de los niimeros
reales, la sucesién de los extremos izquierdos deberd converger a su supre-
mum y la sucesién de extremos derechos convergera a su infimum. Como la
diferencia entre los extremos correspondientes {b; — a;};~, tiende a cero por
construccion, tendremos que ambas sucesiones convergen a un mismo punto
real ¢ € [a,b]. Ahora en cada intervalo I; escojamos un elemento Cm(i) € 1; dela
sucesion {¢; }, de tal manera que m(1) < m(2) < --- <m(k) <m(k+1) < ---;
se puede hacer ésto pues en cada intervalo I; existe una infinidad de elementos
de {¢;};2, . Luego, la subsucesién {cm(k)} estd bien definida y es convergente
al punto c. <

! Esta proposicién es conocida como teorema de Bolzano- Weierstrass, por el matemético
checo Bernhard Bolzano (1781-1848) y el matematico alemén Karl Weierstrass (1815-1897).
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4.3 Sucesiones monotonas

Una sucesién de nimeros reales {s;};~, se dice creciente si para cada par de
etiquetas k,j = 1,2,3,... con k > j se tiene que s; > s;. Andlogamente, la
sucesion se dice decreciente si k > j implica s < s;. A las sucesiones crecientes
o decrecientes se les llama genéricamente sucesiones mondtonas.

i—11~
Ejemplo 4.6. La sucesién { : } es una sucesion creciente, pues si k > j
Lo )=
se tiene que
k-1 4j4—-1 k—y
Sp — 8; = —], = _‘7>07

es decir,
Sk > S85. 4

La propiedad mas importante de las sucesiones reales monotonas es que si
son acotadas entonces son convergentes. Este resultado es, de hecho, equiva-
lente a la propiedad de continuidad de los nimeros reales y, por tanto, juega
un papel relevante en la fundamentacién del célculo.

Teorema 4.2. Cada sucesiéon monétona y acotada de ntiimeros reales es con-
vergente.

Demostracién. Supongamos que {s;},>, es una sucesién real creciente y
acotada. En virtud de la propiedad de continuidad de los reales que discutimos
en el capitulo 77, existe un nimero real L que es el supremum del conjunto
formado con los elementos de la sucesién, es decir,

$; <L parai=1,2,3,...

ysis; < M parai = 1,2,3,... para algin otro nimero real M, entonces
L < M. Probaremos ahora que

lim s; = L.

71— 00
Para ello, sea I = (L — r,L + r) el intervalo con centro L y radio r > 0.
Note que no existen elementos de la sucesién en [L,L + r) pues L es cota
superior de la sucesion, pero si deberd existir un elemento sy de la sucesion
en (L —r, L] ya que si asi no fuera, entonces L — r serfa una cota superior
de la sucesion menor que L, lo cual no es posible pues hemos supuesto que
L es la minima cota superior o supremum de la sucesion. Luego, debera
existir un elemento sy € (L — r, L] y, al ser la sucesién creciente, todos sus
elementos s; con etiqueta ¢ mayor que NV, se encontraran a la derecha de sy y
consecuentemente perteneceran al intervalo /. Como I es un intervalo de radio
arbitrario, hemos probado que L = lim;_,, s;. <
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Proposiciéon 4.6. Si A es un conjunto acotado de puntos de un intervalo
cerrado [a,b] y S es su minima cota superior, entonces existe una sucesion
no-decreciente de puntos de A que converge a S.

Demostracién. Si S € A, tomando la sucesién constante {a;}~, = {S}.2,
tendremos una sucesién no-decreciente de puntos de A convergente a S. Si
S ¢ A debe existir un elemento a; de A con a; < S. Como S = sup A, existe
as E Acona; <ay < SyS—ay< % ya que si asi no fuera, entonces S — 1/2
seria el supremum de A, lo cual no puede ser verdadero. Analogamente, y por
la misma razon, debera existir un elemento as de A tal que as < a3 < S'y
S—as < % Esto nos permite construir una sucesion creciente a; < as < -+ <
a, < --- < S de elementos de A tales que S — a,, < 1/n para cada natural n.
Luego, lim,, ,o a, = S. <

4.3.1 Criterio de convergencia de Cauchy

El criterio de convergencia de Cauchy? proporciona una manera de constatar
la convergencia de una sucesion sin que necesariamente se conozca su limite.
Este es un resultado de gran utilidad en el analisis matematico y aqui lo
presentamos en los términos siguientes.

Definicién 4.3. Se dice que una sucesién {a;},-, satisface la propiedad de
Cauchy si para cada r > 0 existe una etiqueta N, tal que para cualquier par
de etiquetas m,n > N, se tiene que |a,, — a,| < 7.

Teorema 4.3. Una sucesién de nimeros reales {a;};-, es convergente si y sélo
si satisface la propiedad de Cauchy.

Demostracién. Suficiencia: supongamos que la sucesién {a;};-, satisface la

1=
propiedad de Cauchy. En particular, si tomamos r = 1 existe una etiqueta N
tal que si m,n > N; se cumple
|, — ay| < 1,
es decir, en particular

| — an,| < 1sim > Ny,

lo que implica que
|| < 14 |an,| sim > Ny,

2 Augustin Louis Cauchy (1789-1857), mencionado en el capitulo primero, quien fue pi-
onero en el estudio de la convergencia y la divergencia de series infinitas; hizo también
aportaciones en ecuaciones diferenciales y fisica matematica, entre otras areas.
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y entonces el nimero
M= max{|a1|, |CL2|, tee |a’N1—1|7 I+ |aN1|}

sera tal que
—M < a; <M paratodoi=1,2,...,

lo cual significa que la sucesién es acotada y todos sus elementos pertenecen
al intervalo cerrado [—M, M]|. Luego, en virtud de la proposicién 4.5, posee
una subsucesién {a, };-, convergente, digamos a un nimero L. Probaremos
7 oo .7 .
ahora que la sucesion {a;}.-, también converge a L. Para ello consideremos el
intervalo arbitrario (L — r, L 4+ r). En primer lugar, dado que la subsucesién
{am, };=, converge a L, existird una etiqueta N, tal que sii > N,, se tiene que
r

m; — L| <
am, — 1] < &

Por otro lado, como la sucesién {a;};-, es de Cauchy, existe una etiqueta W
tal que si j y k son etiquetas con j > W y k > W entonces

a; a .
! g 2
Tomemos W > Nr, S > LL, \ calculemos la distancia de as a L. Entonces,

como también my, > W,

las — L| < |as — Gmy, + @my — L
r

r
< ‘as_amW’+’amW_L‘<§+2

= ’]"’
y habiendo tomado r > 0 arbitrario, se tiene que

lim a; = L.
1—+00
Necesidad: Esto quiere decir que si la sucesion {a;};, es convergente, ne-
cesariamente es de Cauchy. Esto es mas facil de probar ya que, si r > 0, por
oo . 7 . .
ser {a;}.-, convergente, digamos a un nimero L, existe una etiqueta N, tal
que
ro..
la; — L| <§SIZ>NT.

Luego si 7 y k son dos etiquetas mayores que N, se tendrd

r

.
laj — ax| <laj — L] +Jax = L[ < 5 + 5

:’]"’

lo cual nos dice que la sucesién {a;};-, tiene la propiedad de Cauchy. <
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4.4 Limite de una funcién en un punto

Definicién 4.4. Sea y = f(z) una funcién real definida en un intervalo abierto
(a,b) y xo un punto del intervalo cerrado [a,b]. Diremos que el limite de la
funcion f cuando la variable x tiende a xy tiene el valor L si para cada
sucesién {xz;}.°, de elementos de (a,b), distintos de z¢, y que converge a xy, se
tiene que la sucesién {f(x;)},~, converge a L. Simbdlicamente, denotaremos
lo anterior escribiendo

lim f(z) = L.

T—x0
NoTA IMPORTANTE. Una definicion equivalente fue dada alrededor de 1850
por Karl Weierstrass, llamada citerio -0 para la existencia del limite, y que

enunciamos a continuacion: lim f(x) = L si para cada e > 0 existe un niimero
T—xQ

d > 0 (que depende de € y de xg) tal que si 0 < |x — x9| < 0 entonces
[f(z) = L] <e.

En el caso de funciones y = f(z) definidas en intervalos de la forma (a, c0)
se dira que L es el limite de f cuando la variable x tiende a oo, si para cada
sucesion {r;},-, de elementos de (a, 00) creciente y no acotada se tiene que la
sucesion { f(z;)};=, converge a L. Tal caso se denota

lim f(z) = L.

T—00
En lenguaje comin, podemos decir que L es el limite de una funcién f cuando
la variable independiente tiende al valor xg, si al tomar valores de la vari-
able independiente x cada vez mas cercanos a x, los valores correspondientes
y = f(z) de la variable dependiente son “cada vez més cercanos a L”. A la
expresion “cada vez mas cercanos” le hemos dado significado con el concepto
de sucesion convergente y con la condicion de que la aproximacion al punto xg
se haga mediante puntos distintos de él.

NoTA IMPORTANTE.

(a) De acuerdo a la definicién 4.4, el punto xy donde se define el limite de la
funcion, no tiene que estar necesariamente en el dominio de la funcion; lo
importante es que xq sea limite de puntos del dominio de la funcién. Por
ejemplo, se puede hablar del limite de la funcién en los puntos extremos
a y b, aunque la funcion sélo esté definida en (a,b).

(b) Cuando se dice que la variable independiente x toma valores cada vez
mas cercanos al valor x, se estan considerando las dos posibilidades: que
x se aproxime a x( por la izquierda y que se aproxime por la derecha. Si
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(d)

{z,}52, es una sucesion que se aproxima a o sélo por la izquierda (es
decir, x,, —xo < 0 paran = 1,2,3,...) y la sucesion { f(x,)}>, converge
al numero L~, entonces escribimos

lim f(x)=L".

T—=T
Si {z,}22, es una sucesion que se aproxima a xy sélo por la derecha (es
decir, z, —xo > 0 paran = 1,2,3,...) y la sucesion { f(z,)}>2, converge
al numero L™, entonces escribimos

lim f(z)=L".

+
af—)xo

Los niimeros L~ y Lt se llaman limite por la izquierda y limite por la
derecha, respectivamente, de f en x.

Para que el limite de una funcion no exista en un punto xq, es suficiente
que LT # L=, o que uno de estos limites laterales no exista, o que
ninguno exista, como se ilustra en el ejemplo 4.7.

Ejemplo 4.7. Consideremos las funciones f; : R — R, ¢ = 1,2, 3, definidas
mediante

-1 si <0

(a) fi(z) = ) )

-1 si <0
(b) fa(x) = )

1/x si >0

1/ s1 z#0
© Hay={ T
0 si =0

cuya graficas aparecen en la figura 4.1. Tomemos las sucesiones

e AR e

Nétese que z; — 01 y z; — 07 si i — oo.

Calculamos las sucesiones correspondientes definidas con los valores de cada
una de las funciones sobre estas sucesiones y obtenemos lo siguiente:

En el primero de los casos, {fi(x;)}52, = {1}, = 1 =L " sii — oo, y
{filz)}2, = {-1}2, = =1 =L sii — oco. Como LT # L, se concluye
que ilir(l) fi(x) no existe.
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fi(x) fa(x) f3(x)
2/ 2 2
16— 1 1
T > T T
1 1 2 1 12 1 1 2
-1 S | —1
2 2 2

Figura 4.1: Funciones del ejemplo 4.7

1 o0
En el segundo caso, {fa(x;)}i2; = 4 — no converge (es decir, L™ no

existe), mientras que {fi(z;)}2; = {— 1} el converge a —1 (= L7) cuando
i — 00; entonces lirr(l) fo() no existe.
T—

1 [e.e]
En el dltimo de los casos, las sucesiones { f3(z;)}i2, = {—} y

i) =1

1 o0
{fs(z:)}24 = {—} no convergen; luego lin(1] f3(x) no existe. <
2 z—>

i) i=1

Ejemplo 4.8. La funcién f(z) = 2? + 2z + 3 definida en R tiene por limite
en el punto o = 2 al valor 11 ya que si {z;};>, converge a 2, la sucesién
{f(z;)};2, es la sucesién

{Ff@)yy = {af + 20+ 3)} 2, = {2}, + (20}, + {3},
la cual converge al valor 11 en virtud del teorema 4.1. <

Ejemplo 4.9. Limites trigonométricos basicos:

(a) hr% senx = 0; (b) llrr(l) cosz = 1;
z— z—>
1—
(¢) lim 2T 1, (d) lim—2%
x—0 X z—0 €T

Para probar estas igualdades, considérese la figura 4.2.

(a) Por definicién, las coordenadas del punto A (sobre el circulo unitario)
son (cosz, senx), donde x es la longitud del arco AD. Se observa que el seg-
mento AB = senx no es mayor que z, la longitud del arco AD, para valores
positivos pequenos de x. Por tanto

—r < senx < @,
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L2f
N

Figura 4.2: Limites trigonométricos del ejemplo 4.9

lim senz =0
z—0t

(ver ejercicio 4.6.5). Para valores pequenos y negativos de z tenemos:

T < senr < —,

lim senz = 0.
z—0—

Por tanto,

lim senz = 0.
z—0

(b) Nétese que el punto B se aproxima al punto D cuando z se aproxima
a 0 (por la izquierda o por la derecha). Luego,

limcosz = 1.
x—0

(c) La siguiente desigualdad es obvia para valores pequenos de x :
area del triangulo OAB < area del sector OAD <area del triangulo OCD,
o0 sea,

< T < 1senz
—cosrsenr < — < — .
2 2 2 cosx

Supongamos que z es positivo. Multiplicando cada parte de la desigualdad
(4.5) por 2/sen x obtenemos

(4.5)

T 1
<

NS .
sen r COS T

cosT <

Entonces, en el limite tenemos

) x
lim =1,
a—0t senx

y, al tomar los reciprocos,
. senx
lim
z—0t T
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Como

se deduce que

Por tanto,

(d) Finalmente,

Y 1 —coszx . (1 —=cosz)(1+ cosx)
im— =
2=0 20 z(1 4+ cosx)

1 —cos’zx 1

2—0 €T 1+ coszx
. senx senx 0

= lim =1-—=0.<«
z—0 x 1-+coszx 2

De la definicién de limite de una funcién y las propiedades de las sucesiones
convergentes respecto de las operaciones de suma y producto, se sigue el teo-
rema siguiente, que justifica el pentltimo paso de la demostracion anterior.

Teorema 4.4. Sean f : (a,b) — Ry g : (a,b) — R funciones reales y
xo € [a,b]. Entonces:

(a) Si lim f(z)=L y lim g(x) = M, se cumple que
T—T0 T—T0o
lim(f+g)(x)=L+M y lim(f-g)(x)=LM.
r—x0 T—T0
(b) Si lim f(z) =Ly L # 0, se tiene que
T—T0

11
lm —— = —

e @) L

4.5 Continuidad de funciones

El concepto de limite que hemos presentado nos permite definir en términos
precisos la nocién de continuidad en un punto para una funciéon real de varia-
ble real. La continuidad de una funcién es una propiedad de caracter local,
en tanto se refiere al valor en un punto y al comportamiento de la funcion
alrededor de ese punto. En lenguaje llano, una funcién real de variable real
y = f(x) se dice continua en un punto o de su dominio, si en puntos x cercanos
a xo los valores de la funcién y = f(x) son cercanos a f(zg). En términos del
concepto de limite, la definicién de continuidad se escribe asi:
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Definicién 4.5. Una funcién real y = f(z) definida en un intervalo I se dice
continua en un punto xy € I si para cada sucesion {z;},-, de elementos de [
convergente a o, la sucesién {f(x;)},~, es una sucesién convergente a f(z).
Es decir,

lim f(z) = f(z).

Tr—xTQ

Si la funcién f(x) es continua en cada uno de los puntos de su dominio I, se
dice que la funcion es continua en el intervalo I.

NoTa IMPORTANTE. La continuidad en un punto xzy del dominio de una
funcion puede no existir, ya sea porque el Iimite de la funcion en ese punto no
exista (ver ejemplo 4.10), o si exista, pero sea distinto del valor f(zy) de la
funcién en el punto (ver ejemplo 4.11).

Ejemplo 4.10. La funcién f : [—1,1] — R definida por

si x#0
fz) =

S 8|+

si =0

es continua en xy # 0 y no es continua en zg = 0 pues el lim,_, f(z) no existe.
(La gréfica de f(z) aparece en la figura 4.1(c).) <

Ejemplo 4.11. La funcién f: (—1,1) — R definida mediante

rl si x#0
fa) = || #

-1 si =0,

es continua en todo su dominio salvo en o = 0 ya que lim, o f(x) = 0, que
es distinto de f(0) = —1. «

Ejemplo 4.12. La funcién f : R — R definida mediante

1 si x es racional
f(x) =

0 si =z esirracional

no es continua en punto alguno de R. <

Enseguida probaremos que la propiedad de continuidad en un punto se
preserva bajo las operaciones de suma, producto y composicion de funciones.
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Teorema 4.5. Para un intervalo I, sean f : [ - Ry g : I — R funciones
reales y xg € I.

(a) Si f y g son continuas en g, entonces las funciones suma y producto
f+gy f-gson continuas en x.

(b) Sih:J—R, f(I)CJ, fescontinuaen zoy h es continua en f(z),
entonces la funciéon composicion ho f: (a,b) — R es continua en z.

Demostracién. La prueba de (a) se sigue directamente de las propiedades
de los limites de funciones respecto de la suma y producto de funciones. Para
probar (b), tomemos una sucesion {z;},-, de elementos de I convergente a .
Como f es continua en x, se tiene que {f(z;)};—, converge a f(zo) y en vista
de que h es una funcién continua en f(x¢), tendremos que {h(f(z;))}~, =
{(ho f)(x;)};2, convergerd a h(f(xo)) = (ho f)(zo). Esto prueba que siempre
que una sucesioén converja a xg, la sucesién formada por sus imagenes bajo la
funcién composicién h o f convergerd a (ho f)(xg), es decir h o f es continua
en ro. <

Una familia muy importante de funciones continuas son las llamadas fun-

ciones lipschitzianas,® que presentamos a continuacion.

Definicién 4.6. Una funcién real f : A C R — R se dice lipschitziana si existe
L >0 tal que |f(z) — f(y)] < L|x — y| para cualesquiera z,y € A.

4.6 Continuidad en intervalos compactos

Concluimos este capitulo, enlistando y probando las propiedades principales
de las funciones continuas definidas en un intervalo compacto, es decir, en un
intervalo cerrado y acotado. La prueba de estas propiedades se basa general-
mente en el principio de continuidad de la recta real y en la propiedad que
tiene todo intervalo cerrado y acotado de contener el limite de cada sucesion
convergente formada de puntos de ese intervalo.

Teorema 4.6. Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a, b]. Entonces:
(a) La funcién f es una funcién acotada en [a,b], es decir, existe M > 0
tal que |f(z)| < M para todo z € [a, b].
(b) La funcién f alcanza en [a,b] su supremum y su infimum, es decir,
existen z1 y z2 € [a,b] tales que f(z1) > f(z) vy f(xe) < f(x) para toda
x € [a,b].

3Llamadas asf en honor de Rudolf O. S. Lipschitz (1832-1903), mateméatico aleman, quien
descubrié que esta propiedad garantiza la unicidad de la solucién de la ecuacion diferencial

y' = f(z,y).
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(¢) Si f(a) > 0y f(b) < 0 entonces existe z. € (a,b) tal que f(z.) = 0
(lamada propiedad del valor intermedio).

(d) La funcién f(x) es uniformemente continua en [a, b], es decir, para cada
r > 0 existe § > 0 tal que siempre que z,z € [a,b] con |z — z| < §, se cumple

que |f(z) = f(2)] <.

Demostracién. Probaremos el inciso (a) por contradiccién: supongamos que
existiese una funcién f continua en un intervalo cerrado [a,b] y ésta no fuera
acotada; esto significaria que para cada nimero natural n, existiria un punto
cn € [a,b] tal que |f(c,)| > n. Siendo {¢,} -, una sucesién acotada, en virtud
de la Proposicién 4.5, podemos extraer de {¢, } - ; una subsucesién { Crn(n) }:;1
convergente a un punto ¢ € [a, b]. Por otro lado, por construccion, la sucesion
{f(cm(n))};ozl no es convergente ya que |f(¢pmm))| > m(n), lo cual da lugar
a una contradiccion. Luego, la suposicién que hicimos al principio es falsa y
entonces toda funcién continua en [a, b] es acotada.
Para demostrar la validez del inciso (b), denotemos por

S =sup{f(x) para x € [a,b]}.

Por la definicién de supremum, existe una sucesién creciente {f(z;)};-, con-
vergente a S. Consideremos ahora la sucesién {z;};°, . Esta sucesién es un
conjunto infinito de puntos de [a, b] y por el mismo argumento que usamos en
la prueba del inciso (a), podremos extraer de ella una subsucesién { xm(i)}il
convergente a un punto x = c¢. Por ser la funcién continua en ¢, tendremos
que im; o0 f(Zm)) = f(c). Pero im0 f(ma)) = limisoe f(x;) = S por ser
{xm(i)}il subsucesion de {z;};°, . Luego, f(c) = S, es decir el supremum S
se alcanza en el punto x = c.

Para probar el inciso (c¢), realicemos el proceso siguiente: en un primer
paso, determinemos el punto medio m; = (a +b)/2 de [a,b]. Si f(m1) = 0,
habremos probado el enunciado del teorema. Si f(m;) > 0, consideramos el
intervalo [mq,b] C [a,b], y si f(m1) < 0, entonces consideraremos el inter-
valo [a,m1] C [a,b]. Supongamos que f(m;) > 0, en tal caso, determinemos
enseguida el punto medio ms = (b+ my)/2 de [my,b] y evaluemos f(ms). Si
f(mgy) = 0 habremos probado el inciso (¢). Si por el contrario f(mg) > 0, con-
sideramos el intervalo [mg, b] C [mq,b] C [a,b], y si f(m2) < 0 entonces consid-
eramos el intervalo [a, ms] C [a,m;] C [a,b] y volvemos a tomar el punto medio
mg, y repetimos el proceso. Finalmente, habremos construido una sucesion I,
de intervalos cerrados anidados I,, C I,_y C I,,_o C -+ C [a,b] de longitud
(b—a)/2" y tales que el valor de f en el extremo izquierdo de cada intervalo
es positivo y negativo en cada extremo derecho. Teniendo en cuenta que la
sucesion {a, } formada con los extremos izquierdos de I,, y la sucesion {b, } for-
mada con los extremos derechos de los intervalos I,, son sucesiones mondtonas
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con b, —a, < (b—a)/2", ambas sucesiones deberdn converger a un mismo
punto c,

c= lim a, = lim b,
n—oo n—oo

y por la continuidad de f en ¢, deberemos tener
fle) = lim f(an) = lim f(by).

Como f(a,) >0y f(b,) <0 paran=1,2,3,..., concluimos que simultanea-
mente se tendra que f(c¢) = 0y f(c) < 0y por tanto f(c) = 0, con lo que se
prueba el inciso (c).

La prueba de la continuidad uniforme la daremos también por contradic-
cién. Supongamos asi que lo afirmado en el inciso (d) no es cierto. Esto
quiere decir que existird un nimero ¢p > 0y dos sucesiones {a;}~,y {b;};o,
de elementos de [a, b] tales que

1
bl' > a;, bi—CLi <=,y ‘f(bl) —f<0jl)| > £y paraz': 1,2,3,...
1

Repitiendo el argumento que utilizamos al probar el inciso (a), podemos afir-
mar la existencia de una sucesién formada con elementos de la forma a,,;) con
m(1) < m(2) < ---m(k) < ---, la cual es convergente a algiin nimero ¢ €
la, b]. Fijandonos ahora en la sucesién correspondiente b,,(;), podemos asegurar
que también convergerd al mismo nimero ¢ ya que by, — am@y < 1/m(i). Por
ser f continua en ¢, debemos tener que lim;_oc f(Gm@)) = iMisoe f(bm)) =
f(c), que contradice el hecho de que |f(bn@)) — f(@m@)| > €0 para toda
1=1,2,3,... Por tanto la suposicion hecha es falsa y lo afirmado en el inciso
(d) es verdadero. <

El resultado siguiente es consecuencia de la propiedad del valor intermedio
para funciones continuas.

Corolario 4.1. Si f : [a,b] — R es continua e inyectiva, entonces f es
mondtona.

Demostracién. Supongamos que f no es monétona en [a, b]. Entonces existen
a <z < T <3< btalesque f(21) < fz2)y f(x2) > f(x3),0 fla1) > f(z2)
y f(xe) < f(z3). Supongamos que se da el primer caso. Como no es posible
que f(x3) = f(z1), se tendrd que f(x3) > f(x1),0 f(z3) < f(x1); en la primera
de estas posibilidades podemos asegurar la existencia de un numero c tal que
f(z1) < f(x3) < ¢ < f(xq). Consideremos la funcién continua h(x) = f(x) —c
y observemos que h(z1) < 0, h(z2) > 0y h(xzs) < 0. Por la propiedad del
valor intermedio, existirdn ndmeros y. € (z1,%2) v 2. € (x2,x3) tales que
h(y.) = h(z.) = 0, pero esto implicaria que f(y.) = f(z.), contrario a la
suposicién de que f es inyectiva. <
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Corolario 4.2. Si una funcién continua f:la,b] — R tiene inversa, ésta es
continua.

NoTA IMPORTANTE.

(a) En el teorema 4.6, la condicion de que el dominio de continuidad de
la funcién sea un intervalo cerrado es imprescindible. Basta considerar
como contraejemplo la funcién f : (0,1) — R definida mediante

que obviamente ni es acotada ni es uniformemente continua en (0, 1).

(b) La propiedad del valor intermedio da lugar al llamado “método de bisec-
cién” para determinar soluciones a ecuaciones de la forma f(x) = 0 con
f R — R una funcién continua. El método proporciona soluciones con
el grado de aproximacion que se desee y consiste de los siguientes pasos:

1¢ Encuentre a,b € R con a < b y tales que f(a) >0y f(b) < 0. En
virtud de la propiedad del valor intermedio, existira una solucion a

f(z) =0 en [a,b].

22 Tome el punto medio (a+ b)/2 del intervalo [a,b] y considere el
valor f((a+0)/2). Si f((a+b)/2) = 0 habremos encontrado una
solucién a la ecuacion. Si f((a + b)/2) > 0, se considera el intervalo
[(a +b)/2,b] y por el mismo argumento, existira en él una solucién
para la ecuacién. En caso contrario, si f((a+b)/2) < 0, existird
una solucién en el intervalo [a, (a + b)/2].

32 Supongamos que f((a+b)/2) < 0. Tome el punto medio (3a + b)/4
del intervalo [a, (a + b)/2], evaliie la funcién en ese punto y, segin
sea su signo, tome el intervalo [a, (3a + b) /4] si f((3a+b)/4) <0 o0
el intervalo [(3a 4+ b)/4, (a + b) /2] si se tiene que f((3a + b)/4) > 0;
en el nuevo intervalo, que es de longitud (b — a)/8, deberd existir
una solucion.

42 Prosiguiendo con este proceso, en el n-ésimo paso se tendra ubicada
una solucién en un intervalo de longitud (b — a)/2", lo que nos
permite conocer una solucion de la ecuacién con un error menor

que (b —a)/2".

Ejemplo 4.13. Encuentre una solucién para la ecuacién 2 — 15z +1 = 0 con
aproximacién de 1/100.

Solucion:



84 4. Fundamentos del Calculo

12 Tomando a =0y b =1, tenemos f(0) =1>0y f(1)=—-13 <0, y por
ser f(x) = z® — 15z + 1 continua, existird una solucién para la ecuacién
en el intervalo I; = [0, 1]. Este primer paso, nos determina el nimero
de etapas que seran necesarias para obtener una solucién con un error
pedido. En nuestro caso, deberemos llevar al cabo al menos 8 bisecciones

(o 1 1
para tener un error maximo de o (< ﬁ) .

22 El punto medio de I; es el punto z = 5 y f(5) < 0; luego, habrd una

solucién en el intervalo I = [0, 3].
32 El punto medio de I, es el punto z = 1 y f(%) < 0; asi, la solucion se

4
halla en Iy = [0, §].

42 El punto mediode Iy esz = Ly f(%) < 05 luego, la soluciéon se encuentra

8
en Iy = [0, 4]

52 El punto medio de I, es z = %6 y f (1—16) > 0, y entonces la solucion se
localiza en el intervalo I5 = [%, %]

62 El punto medio de I5 es x = 3% y f (%) < 0, y la solucién se encuentra
en I = (15, 5.

72 El punto medio de Is es 2 = 2 y f(Z) < 0; luego, la solucién se ubica

L5
en I = [35, 54
o : _ 9 9 4
82 El pléntogmedlo de I7 es ¥ = 755 con f(355) < 0y tendremos una solucién
en (155, 198)-
De aqui concluimos que el valor x = % es un numero que satisface la ecuacién

con un error menor que 1/28, es decir, menor que 1/100. <

Ejercicios y problemas del capitulo

Concepto de sucesién

.6.1. Determine los primeros cinco elementos de cada una de las sucesiones si-
4.6.1. Det los 1 tos d d de las s S S
guientes.

(a) { i+l }OO )T (@ {sen(m))Ey

2+2), ,
]
(d) {a;};2,, donde a; = 0 si i es impar y a; = <2> si i es par.
4.6.2. Explique por qué la sucesién { sen (i* + 2)}?21 es subsucesién de {seni};-;
y diga qué lugar ocupa en la sucesion el octavo elemento de la subsucesién.
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4.6.3. Escriba los primeros tres elementos de la subsucesién de la sucesién
. . (@) . . . .«
{ sen (i + Z)}i:1 generada por la eleccién creciente de etiquetas dada por la sucesiéon
3127 . ;Cudl es el érmino de la subsucesié $ 1 1
i°g,_;- (Cudl es el octavo término de la subsucesion y qué lugar ocupa en la
sucesion? §Cudl es el j-ésimo elemento de la subsucesién?

4.6.4. Escriba la definicién de sucesién no convergente.

4.6.5. Considere la sucesién {a,}>° |, con a, = v/2n — [v/2n] (recuerde que, para
cada nimero real x, el nimero [x] es la parte entera de x, es decir, es el mayor entero
menor o igual que ).

(a) Muestre que la sucesién {a,},. | es acotada.

(b) Muestre que api1 — anp = V2 —16 V2 —2.

. 2437 : :
4.6.6. Considere la sucesién { 5 } . Encuentre una etiqueta a partir de la
t i=1
cual sus elementos distan de L = 2 en menos que 1073, Pruebe que lim a; = 2.

1— 00

Convergencia de sucesiones

4.6.7. Demuestre que toda subsucesién de una sucesién convergente {a;};—, es
convergente y tienen el mismo limite.

4.6.8. Dé un ejemplo de una sucesién no convergente que tenga subsucesiones con-
vergentes y otro de una que no tenga subsucesiones convergentes.

., . o .
4.6.9. Muestre que la sucesién {zg}izl es creciente.

n oo
4.6.10. Diga si la sucesion {2—”} es acotada. Si es asi, encuentre una cota.
n=1
4.6.11. Sea 0 < t < 7 y considere la sucesiéon a,, definida de la siguiente forma:
an, = nt — 2wk, para n natural, donde k > 0 es el mayor entero tal que nt — 27k > 0.

(a) Sit=+/2, calcule a3, aso y ai0o-

(b) Demuestre que la sucesién { senay,}, -, no es convergente, pero tiene dos sub-
sucesiones {a,} -, convergentes.

4.6.12. Muestre que, para cadat € R—{0}, las sucesiones { sennt} >~ y {cosnt}
son divergentes.

: 2mn\ "~ n(ntl) )0
4.6.13. Demuestre que las sucesiones < | cos —— y {(—1) 2 \/ﬁ}

3 n=1 n=1

son divergentes.
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2n + 3 }Oo

2
converge a — y encuentre
on —6 5)

2
ak—5‘<10_6 si k> N.

4.6.14. Muestre que la sucesion {a, },- | = {

n=1

una etiqueta N tal que

4.6.15. Diga si las siguientes sucesiones son convergentes y determine su limite.
2 o0

w{ s e efR)

n=1

(d) {nseni}:;; () {ZL}OO ; " {m}m

n=1 n=1

[eS)
Sen TL} converge a cero.
n=1

4.6.16. (a) Demuestre que la sucesién { n
n
(b) Encuentre una etiqueta N a partir de la cual los elementos de la sucesién
pertenecen al intervalo (—107%,10%).

4.6.17. Sea {an} -, una sucesién de nimeros reales. Conteste FALSO o VER-

DADERO, segun sea el caso.

a) Sia, <0 para toda n y a, — L, entonces L < 0.

(a)

(b) Siap > 0 para toda ny a, — L, entonces L > 0.

(c) Si{an},—; es acotada, entonces es convergente.
)

(d) Si{an},—, es creciente y acotada, entonces es convergente.

: 1 °°
(e) Si {an}zoz1 es acotada, entonces {nan es convergente.
n=1

f) Si{a,}°°, es convergente, entonces {(—1)"a,}>°, es convergente.
n=1 n=1

4.6.18. Pruebe que si a > 0, entonces lim /a = 1.
n—oo

4.6.19. Sea una sucesién {a,},.; no acotada ni superior ni inferiormente y tal
que lim (ap4+1 — an) = 0. Demuestre que todo nimero real es limite de una
n—o0

cierta subsucesién de la sucesiéon inicial. ;Puede encontrar una sucesiéon con esas
caracteristicas?

o

n—1 tienen el mismo limite,

4.6.20. Demuestre que si las sucesiones {a, }, | v {bn}
entonces la sucesién {c,} - | con

Qo si n=2k
Cp =

bok+1 si n=2k+1,

para k =1,2,3,..., también converge al mismo limite.
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4.6.21. (a) Sea {a,}22, una sucesién convergente de términos no negativos (es
decir, a, > 0 paran = 1,2,3,...). Demuestre que su limite es no negativo.

(b) Demuestre que si {an}o;, {bp}02, ¥ {cn}e; son sucesiones convergentes y
an < by, < ¢, paran = 1,2,3,..., entonces lim a, < lim b, < lim c,.
L. . n—oo A n—oo n—oo
Deduzca que si lim,, o0 a, = lim,, .o ¢, = L entonces lim b, = L.
n—o0

4.6.22. Sea {a,},~, tal que

( 2
si m =3k para algin k natural

si n =3k + 1 para algin k natural

si m = 3k + 2 para algin k£ natural.

Diga si la sucesién es convergente y, en caso afirmativo, encuentre el limite.

1
4.6.23. Sea {a,},~, talque a; =1y a, = <1 — 2) an—1 para n > 2. Muestre
n

que la sucesién es convergente.

1
4.6.24. (a) Muestre que lim /n200 4 100 41 — 5100 — —
n—00 2

(b) Calcule lim seng(\/n200 +n100 4 1),

n—oo

4.6.25. Encuentre el limite de la sucesién {ay},-, definida recursivamente por

ay = \/E, Gn+1 = y/C+ an.

4.6.26. Argumente, en cada caso, por qué el limite tiene el valor propuesto.

on RN 3/ 2 2
(a) lim 2"+5-6" = 5; (b) lim yn7sennz :
n—oo 3™ 4 6" 1 n—o0 n+1
(c) lim (\/ n?+mn— n) =—; (d) lim {¥Yn=1
n—00 2 n—00

4.6.27. *Demuestre que toda sucesién {a, },. ; convergente tiene un término maximo
0 un término minimo.

4.6.28. *Sea ¢ > 0 y considere la sucesién {a,},-; definida recursivamente medi-
ante

1 c
ay > 0, an+1:§ an—l—a— .
n

Demuestre que la sucesién es decreciente y que lim a,, = v/c.
n—oo

4.6.29. *Se dice que una sucesién {a,},-; es de variacion acotada si la sucesién

{sn}oq,con sy =lag—a1 |+ |a3—az |+ -+ | apy1 — ayn |, es acotada.
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(a) Demuestre que toda sucesién de variacién acotada es convergente.

(b) Demuestre que la afirmacion reciproca también es vélida; es decir, toda suce-
sién convergente es de variacién acotada.

4.6.30. *Demuestre que toda sucesién {ay}- ; acotada posee una subsucesién no
creciente o una no decreciente.

4.6.31. *Para cada sucesién real {a,},., considere su sucesién de promedios

1
s$p = — (a1 + a2+ --- + a,). Demuestre que si lim a, = L, entonces lim S, = L.
n n—o00 n—00
1
4.6.32. (a) Dé un ejemplo de una sucesion divergente tal que |a,+1 —ay| < — para
n
1

cada n. (b) *Demuestre que si la sucesién {a,}, -, es tal que |apt1 — an| < o

entonces es convergente.

4.6.33. *Demuestre que si lim a, = g y limy o0 (b1 + b2+ -+ + b,,) = 00, donde
n—oo

R T
b, > 0, entonces lim a101 + agb2 + - - - + apby
n—00 by +by+---by,

o
. ., , . Pn
4.6.34. *Demuestre que si una sucesién de nimeros racionales { converge

dn

a un numero irracional, entonces lim p, = lim ¢, = cc.
n—oo n—oo

P42t 43t 40t 1
4.6.35. *Muestre que lim re 5+ R —.
n—00 n 5)

4.6.36. *Determine los limites siguientes:

. 12 n—1\
(a) lim ﬁ—kﬁ—k---—k ;

n—o0 n2
_ 12 22 (n—1)2
(b) B <ns+n:a+'“+ns)’

1 1
(c) lim +to—++t—);
n—oo \1-2 2.3 n-(n+1)

1 2 —1
(d) lim <'+3+---+" );

n—oo

(e) i Lo !
noo \1-2-3 ' 2-3-4 n-n+tl)-(n+2))"

4.6.37. *Analice la convergencia de la sucesién {z,}, donde

1 =+a, 9 = a+ \/a—l—\/a—i- con a > 0.

n raices
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Limite de funciones

4.6.38. Calcule los limites siguientes:

5) -1
(a) lim >en x; (b) lim L;
z—0 2% z—1 x—1
223 +3x + 1 r?sen (1/x)
—_— lim ————=.
(c) 00 323 + 22 + 5 (d) i50  sen

4.6.39. De las funciones siguientes, jcual no tiene limite cuando x — 27

(@) f() =n(1/2); () fla) = sen(1/0);
.%'2— xXr x
© fa) =" @) fw = R

4.6.40. Determinar
. Vo +3-2 . Jz4+1] -1
(@) im ———; im ————.
r—1 x—1 r——2 4 — 1'2

4.6.41. Determinar li_>m f(z), donde

22 e VA V&
(a) f(x) = m; (b) f(2) = == =

Limites y continuidad

4.6.42. Considere la funcién

si x # a,
0 si T =a.

(a) (Estd f definida en x = a?; (b) jexiste lim f(x)?; (¢) jes f continua en
r—a

x =a? ;Por qué?
4.6.43. Sea f la funcién

ax six <1
f(z) =
b’ + 41 sixz > 1.

iPara qué valores de a y b es continua la funciéon en x = 17
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4.6.44. Sea f la funcién

2 siz <0
flz)=X 3—x si0<r<1

241 sixz > 1.

(a) (Es f continua en x = 0?7 (b) ;Es f continua en = 1?7 En cada caso
justifique su respuesta.

4.6.45. Sea f : R — R una funcién continua tal que f(z+y) = f(x)+f(y), para z,y €
R. Demuestre que

@ 100 =g 0 7(1) = Lr0i (@ ) = ~f(-o)
(d) f(z) = xf(1) para todo x real.

4.6.46. Sea f : [a,b] — R una funcién continua tal que f(x) > 0 para toda x € [a, b].
Pruebe que existe a > 0 tal que f(z) > a para toda x € [a, b].

4.6.47. (a) Demuestre que la suma y la composicién de funciones lipschitzianas es
lipschitziana. (b) Demuestre que si f y g son funciones acotadas y lipschitzianas en
A C R, entonces su producto es una funcién lipschitziana. (¢) Demuestre que cada
funcién lipschitziana es continua en todos los puntos de su dominio.

4.6.48. Sea {a;};2, una sucesién real con lim a; = L. Pruebe que la sucesién
71— 00

{lai|};2, converge a |L|.

4.6.49. Pruebe que si la funcién f es continua en x = xg, también sera continua
en ese punto la funcién |f].

4.6.50. Calcule los limites siguientes, si existen, y si no es el caso, diga por qué.
. . . 224 . l—cosx
(@) gy sen (1/2); ) fimysen (12 (€) limg ©—s (@)l ==

4.6.51. En cada caso, conteste FALSO o VERDADERO

(a) Silim f(z)= L, entonces

Tr—a
(i) f estd definida en x = q;
(i) f(a) = L;

(iii) f es continua en z = a.
(b) Si f es continua en un intervalo J, entonces

(i) y = f%(x) es continua en J;

(ii) y = f(x +2) es continua en J.
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(¢) Sif:(a,b) = R es una funcién continua en (a,b), entonces

(i) f es no acotada;
(ii) f es acotada pero no alcanza su valor maximo en (a,b).

4.6.52. Aplicando la propiedad del valor intermedio para funciones continuas, de-
muestre que la ecuacién z3 + 2% — x — 4 = 0 tiene una solucién en [1,2].

4.6.53. Pruebe que una funcién continua f : [a,b] — R es mondtona si y sélo si es
uno a uno.

4.6.54. Sea f una funcién continua en [0,1] tal que 0 < f(z) < 1 para toda
x € [0,1]. Demuestre que existe ¢ € [0, 1] tal que f(c) = c¢. (Sugerencia: aplique la
propiedad del valor intermedio a la funcién g(x) = f(x) — x.)

4.6.55. *Explique por qué el limite de una sucesién convergente de nimeros reales
positivos es no-negativo.

4.6.56. *Pruebe que si una funcién continua f : [a,b] — R tiene inversa, ésta es
continua.

4.6.57. *Sea f la funcién definida por

0 si & es un numero irracional
flz)=¢ 1
q

A : :
six ==, conpy q primos relativos.
q

Demuestre que f es continua en los puntos irracionales y discontinua en los racio-
nales.

4.6.58. *Sean fy g dos funciones continuas en el intervalo [a, b], entonces la funcién
h(z) = max {f(z),g(x)} es continua.



