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Introduccion.

En esta seccion, ya con la ayuda del Teorema Fundamental del Calculo, desarrollaremos las
principales técnicas de Integracion que nos permitirdn encontrar las integrales indefinidas
de una clase muy amplia de funciones. En cada uno de los métodos de integracion, se
presentan ejemplos tipicos que van desde los casos mas simples, pero ilustrativos, que nos
permiten llegar de manera gradual hasta los que tienen un mayor grado de dificultad.

estudiaremos los principales métodos de integracion, consistiendo todos ellos en reducir la
integral buscada a una integral ya conocida, como por ejemplo una de las de la tabla, 6 bien
reducirla a una integral mas sencilla.
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fgh f fgh


El Método de Cambio de Variable.

Antes de ver la formula de cambio de variable, resolveremos algunos ejercicios sencillos
que nos llevaran de manera natural a la mencionada férmula.

Tomemos la primera formula de la tabla de integrales del capitulo anterior:

Xa'+l
J.x"dx: +1+k sia#-1
a

a partir de ésta podemos encontrar integrales como

14 3
5 2 2
.[x4dx:X+k, J‘dex:X +k :X—+k:g«/x3+k , etc.
5 1 3 3
—+1 _
2 2

Sin embargo, si la variable no aparece de manera sencilla en la funciéon a integrar,
¢podemos afirmar que

+k?

4 _(3x-5)°
I(Sx 5)° =X

La respuesta es NO, pues al derivar el lado derecho no obtenemos el integrando

d{(?’x ‘5)5} =3(3x - 5)*
dx 5

lo correcto seria
_E\5
js(sx 5)4dx = (3)‘55) K

0 bien
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j(Sx _5)*dx = ;{(3";5)5} K

5
Analogamente ¢podemos afirmar que I(cos x)* dx = (COZX) +k?

De nuevo la respuesta es NO, pues al derivar el lado derecho no obtenemos el integrando

d | (cosx)®

) (eosn)” | _ —senx(cos x)*
dx 5

lo correcto seria

5
_(cosx) N
5

k

Isenx(cos x)* dx =

En el calculo de estas dos integrales

—L)5 5
(3x-5) Tk _(cosx) N

5

.'.3(3x -5)*dx = J.senx(cos x)* dx = k

como una variante de la formula

Xa'+l
J.x"dx: +1+k siaz-1
a

advertimos que si la variable x se reemplaza por una funcion u(x), para que la integral se

calcule sustituyendo u(x) por X, en el integrando debe aparecer u'(x) multiplicando a u(x)®,
es decir

I[u(x)]”u'(x)dx . [U(:)J,ZHJ’ K sia#z-1

En general, si partimos de una integral conocida
Jf(x) dx = g(x) +k

y cambiamos la variable x por la funcién derivable u(x), tal que u'(x) es continua,
obtenemos LA FORMULA DE CAMBIO DE VARIABLE




[/ Flucal v ax = uce] +&

Podemos comprobar facilmente su validez, derivando el lado derecho
d ! 1 1
&[Q[U(X)] +k] = gluEolu'(x) = fu(x] u'(x)

este ultimo paso utilizando el hecho de que g es una primitiva para f.

Si en la formula anterior escribimos u = u(x) y u'(x)dx = du, la formula de cambio de
variable nos quedaria como:

J.f(u)du = g(u) +k

En todos los ejemplos que veremos a continuacion, trataremos de reducir el grado de
dificultad de la integral mediante un cambio de variable, de tal manera que la intearal
resultante sea mas facil de integrar ¢ que sea una integral conocida. Para que la formula de
cambio de variable tenaa posibilidades de éxito, debemos identificar en el integrando a
una funcion uy a u', su derivada.

Ejemplo 1. Encuentre j(3x—5)4dx

Solucidn. En este caso sencillo podemos observar que esta integral "se parece™ a J.u“du ,

lo cual nos sugiere tomar el cambio de variable u = 3x-5
u=3x-5 = du=3dx = dx=(1/3)du
Sustituyendo en la integral,

5 5 ;5
[ox-gytax= [utaura=7 fudu=7(yro=t vo= 0
3 3'5 15 15

coincidiendo con el resultado anterior.

Ejemplo 2. Encuentre Jcos“ X senx dx
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Solucidn. En este caso podemos observar que esta integral "se parece” a J.u“du , lo cual

nos sugiere tomar el cambio de variable u = cosx
u=cosx = du=-senxdx = senxdx=-du

Sustituyendo en la integral,

_ cos® X
5

+C

I(cos x)* ( senx dx) = I(u“)(— du) = - Iu"’ du = —(u;) +c=

coincidiendo con el resultado anterior.

_ 4
Ejemplo 3. Encuentre j(?’InXS) dx
X

Solucidén. Advertimos la presencia de la funcién Inx y su derivada 1/x, lo cual nos sugiere
tomar el cambio de variable:

u=Inx = du=dx/x

Sustituyendo en la integral,
_K\4
J'(?’”‘X5) dx = J.(gu ~5)% du
X

A su vez esta integral tendria que resolverse por cambio de variable, tomando w = 3u-5,
como se hizo en el ejemplo 1, obteniendo:

_)\4 _E\5 _E\5
J‘(Slnx 5) dx = I(3u—5)4du:(3u 5) +C:(3Inx 5) ‘e
X 15 15

Sin embargo para evitar tomar dos 0 mas cambios de variable, debemos percatarnos de que
lo importante es que aparece la expresion 1/x que es la derivada de Inx, que tambien lo es
de (3Inx-5), salvo constantes.

Mas precisamente, podemos tomar el cambio de variable:

u=3Inx-5 = du = 3dx/x, 0 bien dx/x = du/3,

y al sustituir en la integral original:

J‘(3Inx—5)4 dleju“du:l“s+c:(3lnx_5)5+c
X 3 35 15



Observacién: De lo anterior podemos concluir que el cambio de variable procede cuando
en el intearando aparece una funcion u v su derivada multiplicada por una constante.
Ademas que la integral de la variable u sea posible resolverla.

Ejemplo 4. Encuentre J.3x6«/2—x7 dx

Solucién. En este caso aparece la funcion u = 2-x" y su derivada (-7x°) multiplicada por la
constante (-3/7), precisando:

u=2-x" = du=-7x"dx
Como en la integral tenemos que sustituir 3x° dx,

du=-7"dx = x%dx= _71du = 3x%dx = 73du

_ _ 3/2 _ _
J‘3X6 2_X7 dX:73 J‘\/adu :73(L)+C:72U3/2 +C:72(2_X7)3/2 +C,

7 7 3/2 7 7
asi pues

I3x6w/2 -x" dx :_72«/(2— x') +c,

Notese que una vez identificado el cambio de variable u, vemos que la integral por resolver
es J.ﬁ du , es decir, resolver nuestra integral J.3X6\/2 —x" dx se reduce a resolver

Jﬁ du mediante el citado cambio de variable ¢ en otras palabras nuestra integral de la

variable x es similar a J‘ﬁ du

Existen otras situaciones en que el cambio de variable no es tan evidente en términos de la
funcién u y su derivada, por lo cual tenemos que echar la vista adelante y ver a que funcion
facil de integrar es similar nuestra funcion.

2

dx

Ejemplo 5. Encuentre I X

1+ x°

Solucion. En una primera vista no advertimos la presencia de una funcion u y su derivada,
ya que la derivada de 1 + x° = 6x° y en el integrando no aparece x> sino x°. No debemos
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perder de vista que al hacer un cambio de variable es por que nuestra integral es similar 6 se
puede reducir a otra facil de resolver.

Si pensamos que x> dx seré el nuevo diferencial, entonces u tendria que ser x°, es decir
— 3 — 2
u=x" = du=3x"dx

como se ve al expresar la integral de la siguiente manera:

2
IX32 dx =t [ , = Larctanu +¢ = 1arctan(x3) +c
1+(x°) 3J1+u 3 3

3
Ejemplo 6. Encuentre IX dx

\1-9x®
Solucion. En analogia al ejemplo anterior, podemos decir que esta integral se reduce a

J‘du
1-u?

du , ya que si tomamos el cambio de variable u? =9x®, 6 equivalentemente

u=3x* = du=12x%dx, esdecir x*dx=(1/12)du, y sustituyendo:

1
—arcsen(u) +c = T arcsen(3x*) +c

Jtee =t =

Podemos utilizar el método de cambio de variable para encontrar las integrales de algunas
funciones conocidas

Ejemplo 7. Encuentre jtan X dx

senx

Solucion. Jtan xdx = J‘
cosx
U=-cosx = du=-senx

senx du
I dx :—J. =-Inu+c=-In(cosx) +c
COS X u

Como -In(cosx) = Inl - In(cosx) = In(1/cosx) = In(secx)

Podemos expresar



jtan x dx = Insecx +C

Anélogamente

jcot x dx = In/senx| +C

Ejemplo 8. Encuentre j ax >
9+x

Solucion. Debemos poder reducir esta integral a J. du , mediante un cambio de variable,

1+u
por la similitud de las expresiones.

Primeramente vemos que en el denominador la variable al cuadrado esta sumada a 1, lo
cual nos sugiere factorizar el 9 para tener algo similar, es decir:

J‘dx :1 dx :1 dx
9+x?  9J1+x%/9 9J1+(x/3)?

y esto nos sugiere tomar el cambio de variable

u=x/3 = du=dx/3

_[ 9 2_1 Y )_[ 1arctanu+c—1arctan(x/3)+c
9 +4x 1+(x/3) 1+u? 3

En general podemos deducir la férmula que engloba todo este tipo de integrales.

Ejemplo 9. Encuentre J.zz
a® +x

Solucidén. En analogia al problema anterior:

[l ot v

1+(—)x

y tomando el cambio de variable u =(1/a)x y por lo tanto du =(1/a)dx



dx _ 1 dx [ a du _1 _1 X
J. - : ‘2_[‘ — J. 5 ="arctanu+c = —arctan| — |+¢C
a“ +x a a 1+u a a a

es decir:

J.de > :1arctan(Xj+c ---------- m
ac +x a a

a reserva de probarlo mas adelante, aceptaremos la siguiente férmula:

a+x
a—Xx

+C | - (m

J.dx —iln
a’-x?> 2a

y probaremos lo siguiente:

Las integrales de la forma j 5 , con a # 0, se reducen a las formulas (1) 6

ax“ +bx+c
(11) mediante cambio de variable.

El procedimiento consistira en completar trinomio cuadrado perfecto y tomar el cambio de
variable adecuado.

Ejemplo 10. Encuentre jZCb(
2x° +12x+10

Solucion. Completemos el trinomio cuadrado perfecto.
2x% +12x +10 = 2[¥* + 6X + 5] = 2[x* + 6x + 9-9 +5] = 2[(X* + 6x + 9) - 4] =2[(x+3) - 4]

sustituimos en la integral e identificamos con la formula (11)

Idlejdx:_lj dx :(_1j(1jln2+<x+3)+c
2x%2 +12x+10 2 J(x+3)? -4 2 J4-(x+3)? 2\4) 12— (x+3)




es decir

5+x
-1-x

+C

J‘ dx _( 1j
7 =-Z|In
2x% +12x +10 8

Obsérvese que no importa cual sea el trinomio cuadrado, al completarlo nuestra integral
siempre se reducira a una de las dos férmulas.

Una vez visto lo anterior, veremos un procedimiento que nos permitira calcular integrales
de la forma

J.(A)HB) dx cona#0

ax? +bx+c

(5x +3)dx

Ejemplo 11. Encuentre | ~5— "
3X° +4x+2

Solucién. Por supuesto que el tipo mas sencillo de este tipo de integrales es cuando en el
numerador aparece la derivada del término cuadratico del denominador.

J’ (6x +4)dx

2 +4 2:In3x2+4x+2+c
X2 +4x +

Partiremos de esta funcion y modificaremos el numerador para obtener una expresion facil
de integrar

(5x +3) d J‘g’(6x+4)+3—2§ ; j2(6X+4)_%
_— X: X: 2 - 9
3x2 +4x+2 3x2 +4x+2 3x2 +4x+2

_ 5 (6x +4) 1 dx
-sjzdx‘jz
33X +4x+2 3 J3x°+4x+2

La primera de las integrales ya esta resuelta y la segunda se resuelve con el procedimiento
descrito en el ejemplo anterior.

3x+Ax+2 = 3[x2 + 4/3x + 2/3] = 3[(X* + 4/3x + 4/9) + 2/3-4/9] = 3[(x +2/3)* + 2/9]

Idx =1 Idx :(1}(3Jarctan 30c+3) +c
x?+4x+2  3Jx+2)2+2 (3N.2 2

En consecuencia :




(5x+3)dx 5 ) 1 (3x+2j
—— 77 ="In3x° +4x+2 - ——arctan +C
j3x2+4x+2 6 ‘ ‘ 3.2 3.2
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El método de Integracion por partes

Este método nos permitira resolver integrales de funciones que pueden expresarse como un
producto de una funcidn por la derivada de otra. Mas precisamente, deduciremos la formula
de integracidn por partes a partir de la regla para derivar un producto de dos funciones.

[FOg(x)]" = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

integrando en ambos lados
[li0agal @x = [¢*Gageo dx+ [f (g 6o ox
obtenemos:
(0900 = [09g09 dx+ [ (05" ox

y despejando la segunda integral:

_[f ()g'(x) dx = f(x)g(x) + J.f '(x)g(x) dx

obtenemos finalmente la FORMULA DE INTEGRACION POR PARTES.

A continuacion veremos en algunos ejemplos como utilizar esta formula.
Ejemplo 1. Encuentre jx cos(x) dx

Solucién. Con el fin de utilizar la férmula anterior, tomaremos f(x) =x y g'(x) = cos(x), es
decir el integrando xcos(x) = f(x) g'(x)

f(x) =x g '(x) = cos(x)
f'x)=1 g(x) = sen(x)
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jx cos(x) dx = xsen(x) — Isen(x) dx =—xsen(x) + cos(x) +c¢

Observe que también hubiéramos podido hacer la siguiente eleccion de fy g

f(x) = cos(x) g'(x) =x
f'(x) = -sen(x) g(x) = x4/2

solo que la funcion por integrar en el lado derecho tiene un mayor grado de dificultad para
resolverse que la original.

J.x cos(x) dx = X22 cos(x) — I— X22 sen(x) dx

NOTACION. Con el fin de ser congruentes con la notacion utilizada en la mayoria de los
libros del mercado, le llamaremos

u=f(x) y v=g(x) y enconsecuencia du=f'(x)dx asi como du =g '(x)dx. Con esta
nueva notacion resolveremos los siguientes ejercicios.

Ejemplo 2. Encuentre jxex dx

Solucién. Utilizaremos el siguiente cuadro

u=x v=¢gf
du = dx dv = e* dx

obsérvese que con esta notacion, en vez de tomar g' (x) = €*, tomamos su diferencial
dv = e“dx y analogamente con f, permitiendo que una parte del integrando sea u y el resto
sea dv.

jxex dx = xe* - Iex dx = xe* —e* +c

En estos primeros dos ejemplos, una adecuada eleccion de u y dv nos lleva en un solo paso
a resolver nuestra integral reduciéndola a una integral més facil de resolver.

Existen otras situaciones, como se vera en los siguientes ejemplos, en que si bien la integral
del lado derecho tiene un menor grado de dificultad, no es una integral inmediata, requiere
de un nuevo proceso de integracion por partes 0 resolverla por cambio de variable, 6 algin
otro procedimiento.



Ejemplo 3. Encuentre szex dx

Solucidn. Utilizaremos el siguiente cuadro

u=x v=eg*
du = 2xdx dv =e* dx

szex dx = x%* -2 jxex dx
la integral del lado derecho se resuelve por partes (Ejemplo 2), obteniendo:
szex dx = x%* —2(xe* —e*) +¢

Observacion: La eleccién u = e dv = x°dx nos lleva a una integral con un mayor grado de
dificultad.

Ejemplo 4. Encuentre jarctan X dx

Solucidn. Utilizaremos el siguiente cuadro

U = arctanx V=X
X
du= d 5 dv = dx
1+Xx

dx

Iarctan X dx = xarctan x — J. >
1+X

En este caso, la integral del lado derecho se resuelve por un cambio de variable,
obteniendo:

J' delej' X dx = Lin+x?) +c
1+X 2 J1+x 2

y en consecuencia:

_[arctan x dx = xarctan x —;In(1+ x?)+c



Ejemplo 5. Encuentre jsenz(x) dx

Solucion. Utilizaremos el siguiente cuadro

u = senx V = -COSX
du =cos dx dv = senx dx

jsenz(x) dx = —senx cos x — I— cos?(x) dx = —senx cos x + Icosz(x) dx

La integral del lado derecho, al parecer tiene el mismo grado de dificultad que la integral
original, incluso es de la misma naturaleza que la original, o que nos sugiere utilizar de
nuevo el método de integracion por partes

U = CoSX V = senx
du =-sen dx dv = cos dx

Jcosz (X) dx = —senxcos x — I— sen’(x) dx = senxcos x + jsenz (x) dx
que al sustituirse nos da:
Jsenz (x) dx = —senx cos x + Icosz (x) dx = —senx cos X + Senx cos X + J.senz (x) dx
obteniendo la identidad
J.senz (X) dx = —senx cos X + Senx cos X + J.senz (x) dx

en la que si dejamos en el lado izquierdo las integrales, obtenemos 0 = 0, que no nos ayuda
a encontrar el valor de nuestra integral.

La alternativa en este caso es utilizar la identidad trigonométrica sen’x + cos’x =1
inmediatamente después de la primera integracion por partes.

Jsenz (x) dx = —senxcos x + J.cosz(x) dx = —senxcos x + J(l — sen®x) dx



jsenz (X) dx = —senx cos X + X — Isenz(x) dx .

Si bien nos vuelve a aparecer la misma integral, esta vez aparece con distinto signo, lo que
nos permite despejarla, es decir si dejamos del lado izquierdo las integrales, obtendremos:

2 J.senz(x) dx = —senxcos x + X.

O bien

X = SeNX cos X
SR

J.senz(x) dx = )

Ejemplo 6. Encuentre jexsen(x) dx

Solucién. Utilizaremos el siguiente cuadro

u=e" V = -COSX
du = e* dx dv = senx dx

Iexsen(x) dx =—-e*cos x + jex COS X

De nuevo como en el ejemplo anterior, la integral del lado derecho es de la misma
naturaleza y del mismo grado de dificultad, por lo que podriamos intentar utilizar de nuevo
el método de integracion por partes.

u=-e" V = senx
du = e* dx dv = cosx dx

jex cos X dx = e*senx — Iexsenx dx

Sustituyendo, obtenemos:



Jexsenx dx = —e*cos x + Jex cos x = e*senx —e* cos x — Jexsenx

Jexsenx dx =e*senx —e* cos x — Jexsenx
de donde podemos despeja a la integral

2 |e*senx dx = e*senx —e* cos x

y en consecuencia

e*senx —e* cos x
+C

Iexsenx dx =
2

A continuacién abordaremos unos ejemplos en que, debido a la gran cantidad de
posibilidades debe tenerse un criterio preciso para decidir sobre la eleccion de u y dv.

Ejemplo 7. Encuentre jx3exz dx

Solucion. En este tipo de funciones a integrar, hay muchas maneras de expresar al
integrando como un producto:

2 2 2 2
u=x5 dv=2eX dx; u=x% dv=xe* dx:; u=x, dv=x?e* dx; u=1, dv=xe* dx;
2
u=x3e* dx, dv=dyx, etc.
¢ Cual de estas opciones elegir?

Lo primero que debemos hacer es asegurarnos que en nuestra eleccion, dv sea una funcion
facil de integrar. Si examinamos con detalle las opciones, sélo la opcién

2 L, er . . .
u= x% dv=xe* dx cumple con esto ya que dv es facil integrar por un simple cambio de
variable:

V= J.Xexzdx -1 Ierxzdx = le"2 +c
2 2

Asi pues el cuadro para la integracion por partes sera:

u=x V= —¢€

du = 2x dx dv = xe* dx




JAxse"2 dx = 1 x2eX - Ixexzdx = Exze"2 —Ee)‘2 +C
2 2 2

Ejemplo 8. Encuentre J.X9\/6—3X5 dx

Solucidn. Con un criterio similar al del caso anterior, tomamos la siguiente eleccion:

u=x v:_—2(6—3x5
45

du = 5x* dx dv = x*/6 -3x°dx

3
)5

donde v= J‘dv:J‘x“m dlesl

I \6-3x% dx=—

45

3

—2x (6-3x )2

45

Asi pues:

j xO/6-3x% dx =~

3
6-3x7)2+—
( <) 45

[ 4 51 _(—1Y)2 5§
-15x"(6—3x>)2 dx = 1=\ 3 (6 —3x7)2

3

10 x*(6-3x%)2 dx

= T2€ 53y )2+(f1 J( 1” 15%* (6 - 3x° )de

5
(&gl

x/(6 3x° -(;5}/(6—3x5)5+c

[ Regresar al indice |




Integrales de funciones trigonomeétricas
A continuacion veremos algunas reglas para integrar cierto tipo de funciones

trigonométricas, que posteriormente se utilizaran en el método de sustitucion
trigonométrica.

I. Potencias de senos y cosenos J.sen”x dx Icos"x dx
Para resolver este tipo de integrales, consideraremos dos casos:
a) Sinesimpar, esdecirn =2k +1, factorizamos el integrando, por ejemplo

sen” x dx = sen®*!

x dx = (sen? x)* senx dx
Utilizamos la identidad senx + cos®x =1 y tomamos el cambio de variable u =cosx.

De manera analoga en el caso de las potencias del coseno, tomando el cambio de variable
U= Senx.

b) Sinespar, esdecirn =2k, factorizamos el integrando, por ejemplo
sen" x = sen* x = (sen® x)*
6 en el caso del coseno
cos" x = cos? x = (cos? x)*
y utilizamos las identidades trigonometricas:

sen?x = 1-cos(2x) 6 cos?x = 1+ cos(2x)

2 2
Ejemplo 1. Resolver jsen3x dx

Solucion:

jsen3x dx = Isenzx senx dx = I(l—cosz X) senx dx
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sea U = cosx, entonces du = -senx, y al sustituir en la integral obtenemos:

3 3

jsensx dx = j(l—cosz X) senx dx :—j(l—uz)du :uB—u yo= 08 X

—COSX+cC

Ejemplo 2. Resolver Jcossx dx

Solucion:

2 2
IcosSX dx = I(cosz X) cosx dx = j(l— sen®x) cos x dx

sea u = senx, entonces du = cosx, Y al sustituir en la integral obtenemos:

2 3 5 3 5
J.cossx dx = j(l—uz) du = J.(1—2u2 +u*)du :u—2:+u5+c:senx—zse; x+ser51 Xic

Ejemplo 3. Resolver jsen“x dx

Solucion:

jsen X dx = I(sen X)? dx = I(l COS(2")) dx =

1 I (1- 2 cos(2x) + cos? (2x)) dx

=1 jdx 1 Icos(Zx) dx+ L J.cosz(2x) dx
4 2 4

I1. Productos de potencias de senos y cosenos jsenmx cos" x dx .

a) Simy nson pares, utilizaremos las identidades:

o _1-cos2x o _1+4cos2x
sen X—T y  cos X—T

b) Sim 6 nesimpar, utilizaremos la identidad ~ sen® + cos?x = 1

I1. Productos de potencias de tangentes y secantes jtan Mxsec" x dx .

a) Sin es par, utilizamos la identidad: sec® = 1 + tan’x.



b) Sim esimpar, utilizamos la identidad: tan’x = sec’x- 1.

c) Sinesimpary m par usamos algun otro método como por ejemplo integracion
por partes.
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El Método de Sustitucién Trigonométrica
Este método, el cual es un caso especial de cambio de variable, nos permitira integrar cierto

tipo de funciones algebraicas cuyas integrales indefinidas son funciones trigonométricas,
como por ejemplo nuestra conocida férmula:

1
————dx =arcsenx+c
AJ1-x2

la cual "resolveremos” con el fin de motivar el uso del método.
Observe que si tomamos el cambio de variable

X =send donde -1v2 < <7172 pues -1<x<1

y en consecuencia dx = cosddé y

J1-x2 =1-sen?@ =-/cos? @ =|cos g = cos
pues cos@>0 en el intervalo -TV2< <172

Sustituyendo x en términos de 6, obtenemos una integral en la variable 6, la cual
resolvemos facilmente y del cambio de variable la expresamos en términos de x.

icosé?dé? d@ =6 +c =arcsenx+c

jﬂdx _.[cos

Como podemaos apreciar, al abordar este tipo de integrales siempre tendremos que resolver
una integral trigonométrica, como las que se resolvieron en la seccién anterior.

Primer caso.

Si en el integrando aparece un radical de la forma +/a? — x> tomamos el cambio de
variable
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Xx=asend cona>0.

Como se aprecio6 anteriormente, la variacion de x en el intervalo (-a, a) se corresponde con
la variacion de @en el intervalo (-172 , 172)

En este primer caso la expresion del radical en términos de @sera:

Ja? - x? =-/a? —a%sen?0 = Jaz(l— sen?6) =a/cos? @ = alcos6| = acosd
esta Ultima igualdad pues cos@> 0 en el intervalo (-172 , T02)
También del cambio de variable obtenemos el valor de

6= arcsenx,

pues la funcion inversa de f(x) = senx se encuentra definida precisamente en el intervalo
(-a,a) y con valores en (-172, 172).

Ejemplo 1. Encuentre el &rea del circulo de radio 2.
Solucién. La ecuacion de la circunferencia de radio 2 y centro en le origen es:

X2 + y2 =4
cuya grafica es:

Evidentemente esta grafica no corresponde a una funcion, pero podemos restringirnos al
intervalo [0, 2], calcular el area bajo la grafica y multiplicarla por 4 para obtener el area
deseada.



La funcion de la figura la obtenemos despejando a y en términos de X, en la ecuacion de la
circunferencia:

y =-/4-x?

Asi pues el area buscada sera:

A:4f«/4—x2 dx

Primeramente encontraremos j 4= x%dx

En esta integral, tomamos el cambio de variable trigonométrico

x=2senf porlocual dx=2cosfdd y ~/4-x*=2cosh.

sustituyendo en la integral original, en términos de la nueva variable 6, e integrando,
obtenemos:

J.w/4— x2dx = J.(ZCOSH)(ZCOSH)dQ = I4cosz 0d6 = 3(9+sen9c059) +cC

Del cambio de variable x = 2sen@ obtenemos que senfd= x/2, es decir, 8= arcsen(x/2).

Asimismo del cambio de variable, podemos construir el triangulo:

x

4-x?



WSS

En este caso particular sen@=x/2 y cos@=

Asi pues la integral resuelta en términos de la variable &, la expresamos en términos de la
variable original, x.

_ 2
Iﬂdx =3(9+sen90059) +c= g(arcsen9+X44X) e

n_ 2
Iw/4 - x?dx = 2arcsend + X42X +C
Calculemos ahora la integral definida

NIy (12
f«/4—x2 dx:2arcsen(1)+2 4-2 0v4-0

T 2arcsen(0) + Y =2arcsenl=2(rr/2)=m

y finalmente el area sera:

A:4f«/4—x2 dx = 4

Ejemplo 2. Encuentre

dx
/9 — x?
Solucion. Tomemos el cambio de variable trigonomeétrico:

x=3send porlocual dx=3cos8dd y ~/9-x? =3cosH.

sustituyendo en la integral original, en términos de la nueva variable 6, e integrando,
obtenemos:

dx 3cosd 1 1 1 1
= df== |——d@ == |csc&B ="Incscd—cotl +c
.[ x~/9 — x2 .[ (3senB)(3cosO) send 3 3 ‘ ‘

Del cambio de variable x = 3sen@ obtenemos que send = x/3, y , podemos construir el
triangulo:

9-x?



A partir del cual podemos encontrar cualquier funcién trigonométrica de 6.

lo _v2
En este caso particular cscO = 3/x y cotf = 9-X :

Asi pues la integral resuelta en términos de la variable &, la expresamos en términos de la
variable original, x.

3 9-x°

X X

+C

“Inlcscd ~cotf +c = :1% In

Ixﬂ

3 9-x?

X X

+C

Ixﬂ 3

x dx

/16 — x2

Solucién. Tomemos el cambio de variable trigonométrico:

Ejemplo 3. Encuentre I

x=4sen@ porlocual dx=4cosfdd y ~/16-x> =4cosh.

sustituyendo en la integral original, en términos de la nueva variable 6, e integrando,
obtenemos:

J‘ x dx J‘(4sen9)(4c059) d9:4jsen9d9=—40039+0

/16 - x? (4coso)

Del cambio de variable x = 4sen@ obtenemos que send = x/4, y , podemos construir el
triangulo:

16 — x?



)
Y a partir de él calcular cos@= g

Asi pues la integral resuelta en términos de la variable 8 , la expresamos en términos de la
variable original, x.

.[de =—-4cosf@+c=-4

/16 — x2

Observacion: Esta integral puede resolverse también con un sencillo cambio de variable
algebraico u = 16 - x*. Compruebe este resultado como ejercicio.

/16 - x? _ 16 - x?
-  |+c=-—"—"
4

3
Ejemplo 4. Encuentre J X dx

A4 -9x?

Solucion. Notese que para verlo como una integral del primer caso, debemos hacer un
cambio de variable ¢ sencillamente factorizar el 9 en el radical:

J4-9x2 = [9(4/19-x%) =3/4/9-x* .
A continuacion tomamos el cambio de variable:
2 2 > 2
ngsene por lo cual dngcosedﬁ y 4/9-x :gcosﬁ.
sustituyendo en la integral original, obtenemos:

( senH)( cosd)

x3 dx
J.V“ 9x? 3'[ (gcosﬁ)

dé = 8 jsen30d9 = 8(1cos3 9—0059] +C
81 81\ 3

Del cambio de variable x :zsene, obtenemos que sené = 32X y podemos construir el

triangulo:

3x



o 4 -9x°?
Y a partir de él, calcular cos= ———.

Finalmente:

3
3 _ 2 _ 2
_[ x° dx _8(1 30_(:089)%: 8 [«/4 Ox ] 8[«/4 Ox ]+c

—Cos -
243 2 81 2

Ja-9x 81\3

Segundo caso.
2 2

Si en el integrando aparece un radical de la forma ~/a“ +x“ tomamos el cambio de
variable

Xx=atand cona>0.

En este tipo de radicales la variacion de x es en toda la recta real, razon por la cual se toma
a la tangente, la cual varia tiene esta misma variacion en el intervalo (-172 , 172)

En este segundo caso la expresion del radical en términos de @sera:

Ja? +x? =-/a? +a%tan?@ :Ja2(1+tan2 0) = a/sec? @ = asecd = asecd

y al igual que en el caso anterior como cos@> 0 en el intervalo (-172 , 172), también lo serd
secé.

También del cambio de variable obtenemos el valor de
@ = arctanx.

Pues la inversa de la funcion f(x) = tanx se encuentra definida en todos los reales y con
valores en (-172 , 172)

Ejemplo 5. Encuentre I«/z +x2 dx

Solucion. Tomamos el cambio de variable:

x=-+/2tand porlocual dx=+/2sec?0df y ~/2+x* =2sech.
sustituyendo en la integral original, obtenemos:



J\/Z +x2dx = J(ﬁsec@)(ﬁsecz 6)d6 =2 [sec® 6dO = 2(secOtan &+ InsecHd + tan g +¢

X :
, Y podemos construir el

2

Del cambio de variable x =~/2tan@, obtenemos que tanf=

triangulo:

2+X X

2

12

X - .
y tan@=-——, que al sustituir en la integral

2

Y a partir de él calcular secB =

obtenemos:

J‘x/z +x% dx ==2(secftan @ +Insec & + tan g ) + ¢ = 2

o)

En general el método de sustitucion trigonométrica se utiliza cuando aparece un radical de
las formas sefialadas en los casos, lo cual no significa que debe aparecer solo (elevado a la
potencia 1). En el siguiente ejemplo calcularemos una integral en la que el radical aparece
elevado al cubo.

Ejemplo 6. EncuentreJ‘ o

J@+x%)°
Solucion. Tomamos el cambio de variable:

x=tand porlocual dx=sec’6dd vy w/(1+X2)3:(\/1+X2)i:SGC33.

sustituyendo en la integral original, obtenemos:

sec“ 8d@

j\/(lT jsece

Del cambio de variable x =tan@, podemos construir el triangulo:

jcostH sen@+c



-

a partir del cual calculamos sen8=

X
J1+x?

dx X
——_=senf@+c= +C

J@+x%)3 A1+ X2

A continuacion encontraremos la integral de una funcién en la que no aparece
explicitamente el radical.

Ejemplo 7. Encuentre I(1+ x?) 2 dx

Solucién. Obsérvese que el integrando lo podemos expresar como

1 1

0y e

1+x?)72 =

Tomamos el cambio de variable:
x=tan@ porlocual dx=sec’8d8 'y («/1+ X2 )4 =sec*@.

sustituyendo en la integral original, obtenemos:

sec“ 0do6

_[(1+x) dx = IW -[sece

Del cambio de variable x =tané, construimos el triangulo:

Icos 0do == (6 +senBcosB) +c¢

1+Xx

-

a partir del cual calculamos sen8=

y cos@=

X 1
A1+ x? J1+x2

Obteniendo finalmente:



X
2)*+C

j(1+ x?)2dx = 1(6’+sen9cos€) +c= 1(arctan X +
2 2 1+x

Tercer caso.

Si en el integrando aparece un radical de la forma +/x? —a® tomamos el cambio de
variable x = a secg, con a > 0.

En este tipo de radicales la variacion de x es en (-0, -a)[J(a, o), razén por la cual se toma
X = asecé, la cual tiene esta misma variacion en (0, 1v2) O( 102, 1), justamente donde la
funcion secante tiene inversa.

En este tercer caso la expresion del radical en términos de &sera:

JIx2-a? =-/a%sec? -4’ :Jaz(secze—l) =a/tan?@ =dtan g

solamente que en este dominio, la tangente toma valores positivos y negativos, por lo que
no podemos quitar impunemente el valor absoluto.

Para resolver este conflicto, asociaremos las variaciones de x y de 8, de la siguiente manera:
x>k < 0<@<12
X<-a < TI< <32

siendo la funcion tangente, positiva en estos intervalos para poder tomar

\Jx?-a® =atan®

tomaremos el valor de @de la siguiente manera:

X

@ =arcsec
a

j si x>a

X )
G=2m- arcsec(j Si Xx<-a
a



. dx
Como ejercicio, encuentre | ———.
\x? -9

Regresar al indice

El Método de las Fracciones Parciales

Este meétodo nos permitira integrar cierta clase de funciones racionales (cociente de
polinomios)

A manera de ilustracion consideremos la siguiente integral:

2
. J.X+X+3dX.

X—2

Obsérvese que dificilmente podriamos abordarla con alguno de los métodos que
disponemos. Procederemos efectuando la divisién de los polinomios:

X+3
X-2 Al+x+3
X2+ 2x
3x+3
-3x+6
9
Posteriormente aplicamos el algoritmo de la division y obtenemos:

X +x+3=(x-2)(x+3)+9

Para obtener en el lado izquierdo de la igualdad la funcién que queremos integrar,
dividimos en ambos lados entre (x-2):
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2
X +X+3:(x+3)+ 9
X—2 X—2

descomponiendo de esta manera nuestra fraccion "complicada™ en una suma de fracciones
"sencillas" a las que Ilamaremos fracciones parciales, las cuales son faciles de integrar.

J‘x2 +X+3

2
dx = J.(x +3)dx + Igdxzx+3x+9lnx—2+c
X—2 X—2 2

P(X)

En general si queremos integrar un cociente de polinomios m en el que el grado de P(x)
X

es mayor o igual al grado de Q(x), procederemos como en el caso anterior, aplicando el
algoritmo de la division

a(x)

Q) /P(x)
r(x)

Donde r(x) =0 0 grad r(x) < grad Q(x)
P(x) = Q(x) q(x) + r(x)
Dividiendo entre Q(x), obtenemos:

P(x) _ r(x)
O,

en donde la integral buscada,

gggdx = Jq(x)dX+ J.(g(())(())dx con grr(x) <grQ(x)

se reduce a calcular la integral de un polinomio g(x) y la integral de una funcién racional en
la cual el numerados tiene grado menos que el denominador.

A continuacion describiremos varios casos de descomposicion de fracciones racionales (en

las cuales el polinomio del numerador tiene grado menor que el denominador) como una
suma de fracciones parciales las cuales son faciles de integrar.

Primer caso.



[Q(X) tiene todas sus raices reales y distintas]
Cuando la factorizacion del polinomio Q(x) es en factores lineales y distintos, es decir:

Q(X) = (x - a1) (X - @) (X - @3)... (X - an),
hacemos la siguiente descomposicion:

PO A, A, A, A

Q(x) x-a, x-a, X-—a X—a,

donde Ag, Ay, As,... A, son constantes reales.

Notese que una vez efectuada la descomposicion, la integracion es inmediata pues:

j A dx =Inx-a,|+c

X_ak

y por lo tanto:

P(X) I A dx+IX " dx+J. As dx+...+j A dx
2

Q(x) X—a, X —ag X-a,
wdx:In\x—al\+In\x—a2\+In\x—a3\+...+ln\x—an\+c
Q(x)
Ejemplo 1. Calcular J‘dx
' x? -16

Solucién: En este ejemplo Q(x) = x* -16 = (x-4) (x+4).
La descomposicion en fracciones parciales seria:

1 A B
= +

x2-16 Xx+4 x-4

en la que bastara determinar las dos constantes A y B para poder encontrar nuestra integral.
Procederemos a la determinacion de las constantes, efectuando la suma del lado derecho:

1 A(x 4)+B(x+4) _ Ax—4A+Bx+4B_x(A+B)+(4B—4A)
x2 —16 (X +4)(x - 4) (x+4)(x-4)  (x+4)(x-4)




Observamos que la primera y la ultima fraccion son iguales y tienen el mismo
denominador, por lo que sus numeradores forzosamente son iguales, es decir:

1 = X(A+B) + (4B-4A)
0 bien
0x +1 = X(A+B) + (4B-4A)
de donde obtenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas:
A+B=0
4B -4A =1
que resolviéndolo nos queda
4A+4B =0
4B-4A =1
8B=1
por lo que B = 1/8, y sustituyendo en la primera ecuacion, A = -B = -1/8.

Una vez determinadas nuestras constantes A y B, las sustituimos en la descomposicion
inicial, obteniendo:

1 _ A _ B _18_1/8
x2-16 X+4 x-4 x+4 x-4’

quedando finalmente la integracion:

J. dx :J.1/8 dx—J.ll8 dleln\x+4\—lln\x—4\+c
x*-16 Jx+4 x-4 8 8

0 bien , utilizando las propiedades de los logaritmos:
dx 1

I 5 ==In
x“-16 8

Observacion: Esta integral es un caso particular de la formula presentada sin demostracion
en el método de cambio de variable

X+4
X—4

+C




a—u
atu

+C

Jdu —iln
a’-u? 2a

la cual puede ahora probarse con el método de fracciones parciales como un ejercicio.

Ejemplo 2. Calcular J.2X+2 dx
X®—=2x-15

Solucién: En este ejemplo, Q(x) = x? -2x - 15 = (x-5) (x+3).

La descomposicion en fracciones parciales seria:

x+2  _ A _ B
x?-2x-15 Xx-5 x+3’

y siguiendo el procedimiento del ejemplo anterior

X+2 _ A N B :A(x+3)+B(x—5):x(A+B)+(3A—SB)
x> -2x-15 X-5 Xx+3 (x =5)(x+3) (x=5)(x+3)

igualando coeficientes, obtenemos el sistema:
A+B=1
3A-5B=2
que al resolverlo nos da:
5A+5B =5
3A-5B=2
8A=7
obteniendo el valor de A = 7/8.
Para encontrar B, la despejamos en la primera ecuacion
B=1-A=1-7/8=1/8
Asi pues, la descomposicion en fracciones parciales es:

x+2 _7/8 1/8
x> -2x-15 x-5 x+3’




y nuestra integral:

J.mdx:j /8 dx + 1/—8dxzzln\x—5\+lln\x+3\+c
x2 -2x-15 X-5 X+3 8 8

Observacion: En cada uno de los casos de este método se afirma que se puede dar una
descomposicion en fracciones parciales, lo cual es un resultado del &lgebra y que por lo
tanto deberia probarse algebraicamente, ya que podria surgir la duda de que en una de estas
descomposiciones se produjera un sistema de ecuaciones sin solucién. No daremos aqui la
demostracion pero veremos que por lo menos en el primer caso siempre serd posible
encontrar las constantes, es decir los sistemas resultantes si tendran solucion.

Otro método para determinar las constantes:
Tratemos de "despejar"” la constante A de la descomposicién deseada:
Multiplicamos en ambos lados de la ecuacion por (x-5)

X+2 _ A N B
(x=5)(x+3) x-5 x+3

obteniendo:

X+2 :A+B(x—5)
X+3 X+3

despejamos a la constante A

A_x+2_B(x—5)
X+3 X+3

evaluamos en x = 5 y obtenemos

A=7/8

Obsérvese que estos pasos para determinar A se pueden comprimir en uno solo:

Determinando las _constantes por otro método: De la expresion a descomponer en
fracciones parciales, se elimina del denominador el factor lineal correspondiente a esta
constante y finalmente se evalta en el punto donde este factor eliminado se anula.

Es decir A= X:i evaluado en x =5, resultando A =7/8.
X



Similarmente para obtener el valor de B, multiplicamos en ambos lados de la ecuacion
original por (x+3), despejamos B y evaluamos en x = -3, obteniendo:

B = X+2 evaluado en x = -3
X—5
B=1/8.
2
-3x+
Ejemplo 3. Calcular I23X32X1 dx
X —6X° +8x

Solucién: En este ejemplo, Q(X) = x® -6x% + 8x = x(x-4)(x-2).
La descomposicion en fracciones parciales seria:

2x? —3x +1 _A, B C

X(X=4)(x—-2) X x-4 x-2

siendo los valores de las constantes:

2 _
:w evaluadoenx=0 = A=1/8
(x=4)(x-2)
2 _
:w evaluadoenx=4 = B=21/8
X(x —2)
2 _
C:w evaluadoenx=2 = C=-3/4
X(x—4)
Asi pues
J‘2x2—3x+1 dX_lJ‘cj><+21 dx 3 [ dx
x3 —6x2 +8x 8Jx 8 Jx-4 4Jx-2
es decir:
2 _
IZX3X+1dlelnx+21Inx—4—3Inx—2+c
x® —6x% +8x 8 8 4

Segundo caso.



[Q(X) tiene todas sus raices reales pero puede haber repetidas]
Cuando la factorizacion del polinomio Q(x) es en factores lineales no necesariamente
distintos, es decir:

QM) = (x—ay)™ (x —a,)™ (x—a3)™...(x~a,)™

Por cada factor lineal apareceran tantas fracciones parciales como multiplicidad tenga este
factor, por ejemplo para el factor (x-a)™ habra my fracciones parciales:

Al+A2++Arnk

(x-a) (x-a)% = (x-a)™
donde Az, Ay, Ag,... Ank SON constantes reales.

De nuevo como en el caso anterior la integracion de las fracciones parciales es sencilla y se
reduce a calcular integrales de la forma:
J‘ dx
(x-a)"

las cuales, paran > 1, se resuelven por un sencillo cambio de variable.

) 3x+8
Ejemplo 4. Calcular I dx
1mp X3 —4x? +4x

Solucién; En este ejemplo, Q(x) = x* -4x? + 4x = x(x - 2).
La descomposicion en fracciones parciales seria:

3x+8 A B C
=—+ +

x(x-2)2  x x-2 (x-2)

Al desarrollar e igualar los polinomios del numerador, como en los ejemplos anteriores,
obtendremos las constantes de resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas. Si
observamos con detalle la igualdad anterior nos daremos cuenta que la constante B no
puede determinarse por el método "corto", pero si las otras dos, es decir del sistema de tres
por tres ya habremos determinado dos de las incognitas y de cualquiera de las ecuaciones
en que aparezca B la despejamos.

:Lﬂi evaluadoenx=0nosda A=2
(x=2)



_3x+8 evaluadoenx=2nosda C=7

Efectuando las operaciones y factorizando x* y X, tenemos:

3x+8 _A, B, C _ _ X?(A+B)+x(-4A-2B +C) +4A

x(x=2)2 X X-2 (x—z)z_'" X(x —2)2

igualando los coeficientes de los numeradores, obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones:

A+B=0
-4A-2B+C=3
4A =8

Como solo falta determinar la constante B, la despejamos de la primera ecuacion,
obteniendo B = -2.

Sustituyendo e integrando:
J‘3)(+82dx:j2dx+j_2 dx+j l - dx
X(x=2) X X =2 (x-2)

I?M{SZ dx =2In[x - 2Injx -2 -
X(X —2)

+cC
X—2

X+8

Ejemplo 5. Calcular J. dx
JemP x8 —2x% + x2

Solucién: En este ejemplo, Q(x) = x° -2x* + x2 = x3(x* -2x* + 1) = x3(x? -1)?
Q) = X*(x +1)°(x +1)°
La descomposicién en fracciones parciales seria:
X+8 A B C N D N E N F

="+ "4
xX2(x+1)?(x-D* x x> x+1 (x+1)* x-1 (x-1)

Por el método corto podemos facilmente encontrar que B=8, D=7/4 y F=9/4.



Para determinar el resto de las constantes tenemos que plantear el sistema de ecuaciones:

x+8  _ AX®-2x*+x)+B(x* —2x% +1) +C(x® - x* = x3 +x?) .
x%(x? -1)? x%(x% -1)?

. D(x* +2x® +x?) +E(x° +x* = x® = x?) + F(x* + 2x* + x?)
x%(x% -1)?

conduciéndonos al siguiente sistema de 6 ecuaciones con 6 incognitas
A+C+E=0
B-C+D+E+F=0
-2A-C+2D-E+2F=0
-2B+C+D-E+F=0
A=1
B=8

Como ya tenemos los valores A=1,B=8, D=7/4 y F =9/4, sustituyéndolos en las
primeras dos ecuaciones, encontraremos los valores de C y E resolviendo el sistema:

C+E=-1
-C+E=-12
cuya soluciones C=11/2 yE =-13/2.
El valor de la integral, entonces sera:

9
4(x-1)

+C

X+8 8 11 13
jx6_2X4+X2 dX:|n‘X‘—;+E|n‘X+1l—?m‘x—ﬂ—

Tercer caso.

[Q(X) tiene raices complejas distintas]
Cuando en la factorizacion del polinomio Q(x) aparecen factores cuadraticos de la forma

ax’>+bx+c con b’>-4ac<0



a cada uno de estos factores le correspondera una fraccion parcial de la forma

Ax+B
ax? +bx +c¢

donde Ay B son constantes reales.

3x+1

Ejemplo 6. Calcular I dx
1mp x3 +2x? +5x

Solucién: En este ejemplo, Q(x) = x> +2x? + 5x = x(x* +2x + 5)
Con b*-4ac=4-20=-16<0

La descomposicion en fracciones parciales seria:

3x+1 _ A, Bx+C _ A(X® +2x+5)+x(Bx+C)
x(x? +2x+5) X x*+2x+5 x(x% + 2x +5)

el sistema a resolver:
A+B=0
2A+C=3
S5A=1

y lasolucion: A=1/5, B=-1/5y C=13/5
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Cuarto caso.
[Q(X) tiene raices complejas repetidas]
Cuando en la factorizacién del polinomio Q(x) aparecen factores cuadraticos repetidos de la
forma
(@ +bx+c)" con b®-4ac<0

a cada uno de estos factores le corresponderan n fracciones parciales de la forma

AXx+B,; . A x+B, - A x+B,
ax? +bx+c (ax?+bx+c)?  (ax? +bx+c)"

donde Ay y By son constantes reales parak =1,2 ... n.

2

) X
Ejemplo 7. Calcular J‘ dx
1mp x*+2x%2 +1

Solucién: En este ejemplo, Q(x) = x* +2x% + 1 = (x* +1)?
Con b?*-4ac <0

La descomposicion en fracciones parciales seria:

x> _Ax+B  Cx+D _ AX*+Bx*+Ax+B+Cx+D
(x2+1)?  x*+1 (x®+1)? (x? +1)?

planteandose el sistema de ecuaciones:

A+C=0

B+D=0

Consolucion A=0, B=1, C=0 y D=-1

Asi pues la integral



J‘ x? _J‘ dx J‘ dx
% k= -
x* +2x2 +1 xZ+1 J(x% +1)?

donde la primera integral es la inversa de la tangente y la segunda se resuelve mediante el
segundo caso de sustitucion trigonométrica.
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