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Resumen.

En este trabajo se presenta un acercamiento grafico a la ensefianza del concepto
de derivada de una funcién, utilizando un trazador de la funcién derivada, construido
con Cabri Geometry Il, el cual permite explorar la relacién existente en-tre la recta
tangente a la funcion en un punto dado y la grafica de la derivada de esta misma
funcion. El trazo de la funcidn derivada y la interaccion que se establece entre el
estudiante y el software, es aprovechado para extraer, de la representacién dinamica,
expresiones analiticas de las derivadas de las principales funciones del Calculo.

Lo anterior, con la idea de disefiar un ambiente computacional que permita al estu-
diante interactuar con las representaciones proporcionadas por la computadora, al
nivel de poder modificarlas, como una manera de detectar patrones de comporta-
miento y formular conjeturas sobre los objetos representados y sus caracteristicas.

Partimos de que una primera aproximacion grafica a los conceptos matematicos,
puede ser Gtil para crear una base de significacion méas concreta, antes de examinar
estos conceptos a un nivel mas abstracto y la manipulacién de las representaciones
gréficas dindmicas, por el estudiante, puede ayudar a construir esta base de signifi-
cacion.
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1. Introduccién

El avance de la tecnologia en los ultimos afios, el nimero creciente de computa-
doras personales y la cada vez mayor cantidad de profesores que incorporan el uso de
esta herramienta como apoyo en sus cursos, resalta la importancia de la utilizacion
de software en la ensefianza de las Matematicas, en particular en el Célculo.

El proposito de este trabajo es promover un tratamiento alternativo del estudio de
la derivada, partiendo sélo de la definicién como un limite y mostrar que con el uso
de Cabri es posible encontrar expresiones analiticas para las derivadas de algunas
funciones importantes del célculo.

En este trabajo se supone conocida la posibilidad de graficar funciones con Cabri,
utilizando las herramientas “Lugar geométrico” y “Calcular”. Asimismo supondre-
mos conocidos los efectos que la variacién de los pardmetros produce sobre la gréa-
fica de una funcion. En la seccion 2, a manera de muestra se hace una breve discu-
sion con parabolas y en la seccion 3 utilizaremos Cabri para obtener la grafica de la
funcion f(Xx) = senx, partiendo de nuestros conocimientos de trigonometria. A par-

tir de la seccién 4 entramos a la parte medular del trabajo con la construccion de
nuestro trazador y su utilizacion en diversas situaciones didacticas.

2. Graficando parébolas de la forma y = a(x —b)? + ¢

Con la ayuda de Cabri podemos graficar funciones en términos de pardmetros, en
nuestro caso iniciamos con funciones cuadraticas de la forma f(x) =a(x-b)* +c,

en las que la variacion de los parametros a, b, ¢ permite explorar el comportamiento
de la representacion gréfica, tomando como referencia a la funcién y = x%. A conti-
nuacion describimos brevemente los efectos de la variacién de parametros en el com-
portamiento grafico de las funciones:

a) Si el parametro a se toma positivo, entonces y = x* se abre o se cierra, dependiendo
de como es el valor de a respecto a 1. EI cambio de signo en el parametro a, hace
que las parabolas sean simétricas con respecto al eje de las abcisas.

b) Al variar el parametro b, la parabola se traslada horizontalmente a la derecha 6 a la
izquierda, dependiendo del signo de b.

c) Al variar el parametro c, la parabola se traslada verticalmente hacia arriba ¢ hacia
abajo, dependiendo del signo de c.

Una vez que los estudiantes se han familiarizado con la relacién entre la varia-
cion de los parametros y los correspondientes cambios en las gréficas de las paréa-
bolas, puede mostrarse el camino inverso y a partir de la representacién grafica, en-
contrar los pardmetros y por lo tanto, su ecuacion. En la Figura 1, tenemos una pa-
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rabola que pasa por el punto (1, 4) y tiene su vértice en el punto (2, 6). En esta gra-
fica los parametros pueden ser identificados y concluirquea=-2,b=2yc=6y

por lo tanto su ecuacion es: f(x) =-2(x—2)* +6.

Fig. 1

3. Graficando la funcion f(x) = senx

La funcion f(x)=senx es la primera funcion no algebraica que se introduce en

un curso de Célculo. Para graficarla, recurrimos al conocimiento que de ella se tiene
en la Trigonometria. La manera como se esté utilizando Cabri, permite establecer
conexiones entre los conceptos del Célculo y la Trigonometria (NCTM, 2001); por
esta razon, el acercamiento que se presenta pone especial atencion a la definicién pro-
veniente de la Trigonometria. Graficaremos la funcién f(x) = senx, representando el
seno de un arco X, medido en radianes, como la ordenada del extremo A, del segmento
AB en el circulo de radio uno; con la herramienta “Transferencia de medidas”, ubi-
camos la medida de este arco en el eje de las abscisas.

k J .&c " | I\Vm

Fig. 2
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Posteriormente trasladamos el segmento AB de tal manera que el extremo B coin-
cida con el punto x y A con el punto P, como se muestra en la Figura 2; activamos
la traza al punto P, animamaos el punto x y obtenemos la gréafica de nuestra funcion.

4. Construccion de un trazador para la derivada de una funcién

La grafica de una funcion puede ser construida con Cabri, y una vez hecho esto,
es posible trazar la tangente a la grafica en cualquier punto. Cabri puede mostrar en
pantalla la cuantificacién de la pendiente para cualesquiera de estas rectas y por lo
tanto calcular la derivada de la funcién en cualquier punto.

En esta seccion se aprovechan estas caracteristicas del software para construir un
trazador de la funcion derivada, para una funcién previamente graficada.

Es conveniente destacar la importancia de introducir conceptos matematicos, no
en términos estructurales, sino con este tipo de recursos graficos y permitir que el
estudiante avance tanto como el software lo permita “No debe exigirse una concep-
cién estructural mientras que el estudiante pueda hacer bien las cosas sin ella” (Anna
Sfard, 1992)

A continuacion se presentan las instrucciones generales para construir con Cabri
un trazador de derivadas, el cual permitira al estudiante visualizar a la derivada no
s6lo puntual, sino globalmente como una funcion.

y=1fx)

"x‘l

>G-S ®)
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Todas las instrucciones estan referidas a la Figura 3.

Graficamos la funcion f (x), a la cual le queremos construir su funcion derivada y
localizamos los puntos x, x+1 y x+h en el dominio de la funcion f.

. Trazamos la secante Rs, que pasa por los puntos (x, f(x)) y (x+h, f(x+h)).

Trazamos el segmento vertical AB, como se muestra en la Figura 3.

. Por semejanza de triangulos, la pendiente ms de la recta secante sera igual a la lon-

gitud del segmento AB, es decir
_— f(x+h)—f(x) _AB _AB _

. AB.
h QB 1

. Trasladamos el segmento AB de tal manera que el extremo B quede sobre el punto

(x, 0) y A sobre el punto P.
La ordenada del punto P, representa la pendiente de la recta secante.

. El lugar geométrico que describe el punto P cuando x se mueve sobre el eje de

las abscisas, es la grafica de la funcién g, (x), a la que llamaremos funcién pen-
diente de secantes
f(x+h)—f(x)

gh(x)= h

. Como f'(x)= Lim g, (x), si tomamos h muy pequefia, la gréfica de g, (X) sera
—0

practicamente igual a la gréafica de la derivada f ' de la funcion f.

. Utilizando el trazador

Grafiguemos con Cabri, la funcion f(x) = x* y con el trazador, construyamos su

funcion derivada. En la Figura 4 se muestra el trazador, las graficas de f(x)=x*y la
funcion pendiente de secantes g, (x) con h =0.8. En la Figura 5 se muestra el tra-

zador y las graficas de f (X) y la funcion derivada f '(X) (funcién pendiente de se-
cantes, con h = 0.00001).
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fixy=x"2 fixy=x"2

h=pg hi = 0. wowat

Fig. 4 Fig. 5

Observese que cuando h es “grande” como en la Figura 4, la funcion g, (x) (recta)
es una aproximacion muy burda a la funcion derivada f '(X), y cuando h es “muy
pequefia” podemos decir que g, (x) es una muy buena aproximaciona f '(X).

Si ocultamos el trazador, tendremos en pantalla las gréaficas de fy f ’, como en la
Figura 6.

30 =22

h = 0.00001

Fig. 6

CABRI 6
2004



6. Derivadas de funciones cuadraticas

La graficacion de f(x)=bx*+cx+d, permite generar en pantalla cualquier

funcién de esta familia y con la ayuda de nuestro trazador, visualizar que la funcién
derivada de toda funcion cuadratica es una funcién lineal. En particular si sola-
mente variamos el parametro d, observaremos que la funcion derivada no cambia.

En las Figura 7 y 8 se muestran las graficas de fy f’, para f(x) =;x2 +2x Y

f(x) =-0.6x> + 2x + 3, respectivamente

) =bx™2 + ex+d

%

fixi=bx"2+ex+d
' b= 6
/ £=3
4= 1
/ = 000001

n4

e

b= L

rai

Fig. 7 Fig. 8

7. Derivadas de funciones cubicas

Si modificamos libremente los parametros a =0, b, ¢ y d, podremos visualizar
que la derivada de toda funcion cubica es una funcién cuadratica. En las figura 9y
10 se muestran las graficas de fy f ’, para

f(x)=0.2x> =2x*> +5x-2 y f(x)=-0.3x% +x*> +2x -2,

respectivamente
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Axy=ax™3 +bx"2+ex+d
LI |

h = n,00001

Fig. 9 Fig. 10

8. Encontrando expresiones analiticas para las derivadas de algunas funciones

Graficamos con Cabri la funcion f(x) = ax® +bx* +cx+d y mediante la selec-

cion adecuada de los parametros, obtenemos las funciones lineales, cuadraticas y
clbicas que se presentan en los incisos a), b) y ¢). Se le construye el trazador y en
cada caso, se muestran en pantalla las graficas de fy f” (g, (x) con h = 0.00001).

Posteriormente, en cada caso, se identifica visualmente a la funcion derivada.

a. f(X)=cx+d donde cy dson constantes

¥ = ax"3+ hx"2 +ex+ d
a=10
b=10
c=1
=2

h = 0,00001

CABRI 8
2004



Si asignamos valores a = 0, b = 0 y dejamos libres ¢ y d, obtendremos la
gréfica de una recta de pendiente c. Al graficar la funcion derivada, observamos
que la longitud del segmento trazador AB es igual a la pendiente de la recta, es

decir c y por lo tanto

d
—(cx+d)=c.
dX( )

b. f(X)=x"+2x -2

y=ax"3 4+ hx" 2t ex - d

o =0
=1 |
=3
d=-2

h =0.00007

Fig. 12

Para graficar esta funcion asignamos los valoresa=0,b=1,c=2yd=-2.
Al trazar la funcion derivada vemos que su gréafica es una recta que pasa por

los puntos (0,2) y (1,4), siendo su ecuacion Y = 2X + 2, es decir

§(x2+2x—2)=2x+2
X

c. f(x)=x>-3x"+8x+1

Para graficar esta funcion asignamos los valoresa=1,b=-3,c=8yd=1.

Al trazar la funcién derivada vemos que su grafica es una pardbola con vértice
en el punto (1,5) y que pasa por el punto (2,8). Encontramos que la ecuacion de
esta parabola es de la forma f(x)=a(x-1)? +5, donde podemos determinar el
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parametro a, como a =—- =3,

S Hw

d—(x3 —3%x° +8x+1) =3x> —6x+8.
X

yv=ax"3+hbx"2 +ex+d

- * ao:'l - * * *
b =-3
c-:ﬂ " - * -
d=2

h = 0,000071

- LS @ * E

d. f(x)=senx

¥
h= 0,00001
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Antes de graficar la funcion derivada con el trazador, situamos el punto x en los

puntos 0, % T, 3; 27 , etc ... y por la ubicacion del punto P, se observa que

f(0) =1, f’(%)zo, f'(r)=-1, f'(3:)=0, f'(27r) =1, etc ... ademas, la

forma en que crece y decrece la derivada es muy similar a la forma en que lo
hace la funcion original, sugiriendo esto que si se proyecta el punto P hacia la
derecha sobre la misma funcién f (x) = senx y se mueve libremente el punto x,

. . — T . . s -
visualizaremos que PQ = > es decir que la funcidn derivada evaluada en x es

igual a sin(x + %)

f7(x) =sin(x + %)
2
pero de conocida identidad trigonométrica, obtenemos:
sin(x + E) =sin xcos(z) + sin(z) COS X = COS X
2 2 2
y en consecuencia concluimos que
d .
—sin X = CoS X
d

Asi pues, si le aplicamos el trazador obtendremos la funcién derivada, la cual
es la funcién g(x) = cos x

" h= 0,00001

0.5

Fig. 15
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e. f(x)=¢e"
y=a’x
a=17
h=3.0
Fig. 16
Para la derivada de la funcion exponencial, se aplica el trazador de derivadas
a la funcion f(x)=a* y visualmente se buscan condiciones para que la deri-
vada coincida con la funcion, encontrando, de esta manera, que a = 2.71828 ...,
es decir, concluyendo que:
iex — ex
dx
f. f(x)=Inx
Para la derivada de la funcién logaritmo, se hace un tratamiento grafico-nu-
mérico, mostrando en pantalla el valor de la derivada en cada punto X, constru-
yendo una tabla como la siguiente:
X fr(x)
1/3 3
1/2 2
2 1/2
3 1/3
4 1/4
5 1/5
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de la cual se concluye que:

d 1
—In(x)==.
dx ) X
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