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Limites y Continuidad de funciones

1. EL PROCESO DEL LIMITE

Mediante gréficos y tablas de valores de las funciones se introduce el concepto de limite de
una funcién en un punto. Tambien se proporciona casos en los cuales el limite no existe.

. Ejemplo 2. Con la gréfica y una tabla de valores

¢Qué le sucede a f(x) = x* + 3 cuando x se acerca a 3?

Solucion: La figura 2.18 corresponde a la grafica de esta funcion.
; En ella podemos ver que entre mas cerca se encuentren de 3 los

- xsende o 2valores de x, entonces los valores de f(x) se encuentran mas

cercanos a 12.

3 La tabla 2.1 de valores refuerza esa percepcion gréafica
Figura 2.18 =x2+3
A28 ST abla2.a
Hacia 3 por la izquierda 3 Hacia 3 por la derecha
X [25] 29 2,99 2,999 3,001 3,01 3,1 3,5

f(x) 9,5 | 11,41 | 11,9401 | 11,994001 | 12,006001 | 12,0601 | 12,61 | 15,25

Hacia 12 por la izquierda 12 Hacia 12 por la derecha

Podemos ver que a medida que tomamaos valores de x mas proximos a 3, tanto para valores
mayores que tres como para valores menores que 3, los valores de f(x) se aproximan a 12.

Ejemplo 3. Con la grafica y una tabla de valores

x4- 4
Sif(x)= x-2,¢aqué valor se aproxima f(x) si x se aproxima a 2?
Solucion: Aqui tenemos la grafica de esa funcion.
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Figura219 )= = ;




Podemos ver que, aun cuando la grafica presenta una ruptura (hueco) en el punto (2,4), las
imagenes de valores de x muy cercanos a 2 son muy cercanas a 4. También una tabla de
valores utilizando valores de x proximos a 2 tanto por la izquierda (menores que 2) como
por la derecha (mayores que 2), nos convence de esa situacion.

Tabla 2.2
Hacia 2 por la izquierda 2 Hacia 2 por la derecha
X 15 1,9 1,99 1,999 2,001 2,01 2,1 2,5
f(x) 3,5 3,9 3,99 3,999 4,001 4,01 41 4,5
Hacia 4 por la izquierda 4 Hacia 4 por la derecha

Asi, de la tabla 2.2 deducimos que los valores de f(x) se aproximan a 4 cuando los valores
de x se aproximan a 2.

Figura 2.20 gi% = 131

X

Ejemplo 4. Por la derechay por la izquierda

x|
Consideremos ahora la funcion g(x) = x
En su gréfica vemos que por la derecha de O las imagenes son 1, mientras que por la
izquierda de O las imagenes son -1, la grafica presenta un "salto” y entonces las imagenes
no se acercan a un mismo valor. Podemos ver que el limite no existe. Hagamos una tabla
como las de los ejemplos anteriores para verlo de otra manera.

Tabla 2.3
Hacia 0 por la izquierda 0 Hacia 0 por la derecha
X -0,5 -0,1 -0,01 -0,001 0,001 001 | 01 | 05
g(x) -1 -1 -1 -1 1 1 1 1
Hacia -1 por la izquierda 1-1 Hacia 1 por la derecha

Este caso difiere de los anteriores porque si tomamos valores de x por la izquierda de 0
entonces g(x) se hace -1, pero al tomar valores por la derecha de 0 entonces g(x) se hace 1.
Esto es: la tendencia difiere segun el lado en que tomemos los valores.



Ejemplo 5. Crecimiento limitado

crece indefinidamente 1
7 Ahora hagamos lo mismo para f(x) = = , para valores de x cercanos

a 0.
Q En la figura 2.21 vemos que a medida que nos acercamos a 0 por la
, »derecha, la grafica de la funcion "sube ilimitadamente™ sin
aproximarse a ningun valor en particular. Si vamos por la izquierda
\ de 0, la grafica de la funcién "baja ilimitadamente" y tampoco se
aproxima a ningun valor en particular.
derece indefinidemente LA tabla también indica esa tendencia.

1
Figura221 Ji%) ==

Tabla2.4

Hacia 0 por la izquierda 0 Hacia O por la derecha

X -0,5 -0,1 -0,01 -0,001 0,001 0,01 01 | 05

9®) | -2 | -10 | -100 | -1000 | 1000 | 100 | 10 | 2

Hacia ? por la izquierda ? Hacia ? por la derecha

Viendo la tabla 2.4 y pensando en valores de x aun mas proximos a 0 es facil convencerse
que si vamos por el lado derecho los valores de f(x) crecen ilimitadamente (se dice que
crecen sin cota) y si vamos por el lado izquierdo los valores decrecen ilimitadamente
(decrecen sin cota).

Comentario sobre los ejemplos anteriores
Estos cuatro ejemplos tienen cosas en comin y cosas en las cuales difieren:

e En primer lugar, tienen en comun el hecho de que tenemos un valor dado de x (es
decir un valor de x previamente fijado) digamos x = c y, luego, consideramos
valores de x cada vez mas préximos a c, tanto valores mayores que c (por la derecha)
como valores menores que ¢ (por la izquierda). Esta situacion se expresa diciendo
que x tiende a ¢ y simbdlicamente se indica por

En el ejemplo 2, x tiende a 3;
en el ejemplo 3, x tiende a 2;
en los ejemplos 4 y 5, x tiende a 0.

o Ensegundo lugar, en los ejemplos 2 y 3, a medida que nos aproximamos al valor
dado de x, no importa si lo hacemos por la izquierda o por la derecha, los valores de



f(x) se van aproximando a un valor fijo L. Decimos en este caso que f(x) tiendea Ly
escribimos

fx) — L
La situacion completa se expresa asi:

"El limite de f(x) cuando x tiende a c es igual a L"
Simbodlicamente se escribe

T ¥ 1
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¥
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En el ejemplo 4 tenemos una situacion diferente. En este caso, cuando x tiende a 0
por tiende por la derecha entonces g(x) tiende a 1, pero cuando x tiende a 0 por la
izquierda se tiene que g(x) tiende a -1.

En estas circunstancias se dice que el limite de g(x) cuando x tiende a 0 no existe.
Es decir

Lim |% |

=0 x no existe.

Finalmente, en el cuarto ejemplo tampoco existe el limite de f(x) cuando x tiende a 0,
porque la tabla no presenta tendencia hacia ningun valor fijo sino que las imagenes
crecen o decrecen sin limite a medida que aproximamos x a 0. Esto es:

Lim !

=~0 x no existe.

De acuerdo con lo anterior damos la siguiente definicion intuitiva de limite.

Definiciéon 2.1. El limite

f(x) se aproximan a L.
Esto se escribe

Decimos que el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ es igual a L si a medida que x
se acerca a c, ya sea por la derecha como por la izquierda, entonces los valores de

Lim fix)=1L

X=C

La situacion anterior también se puede escribir como
Jix} — Lcuando ¥ — ©
Esto se puede ver graficamente en la figuras 2.22 y 2.23.



¥ =fx)

Figura 223 mfix)=L
Figura 222 ® xﬂu:ﬁ:j

Ejemplo 6. Existencia de los limites

La figura 2.24 representa una funcién y = f(x).
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Figura 224 y = fix)
A partir del dibujo tenemos

Lim Lim
x--4f(X) = 1, ==2f(x)= 1,5

Lim Lim
x=1f(X) = 1, =-&f(x) =2,5
Por otra parte:

Lim
« ==-3f(x) no existe porque cerca de 3 la funcion crece sin cota.

i
o x--4f(X) no existe porque: si nos aproximamos a 3 por la derecha, los valores de f(x)
se aproximan a 4, y si lo hacemos por la izquierda, los valores de f(x) se acercan a 3.

Cuando tratamos con los limites debemos tener en consideracion una serie de situaciones:



1. El limite de f(x) cuando tiende a ¢ puede existir aun cuando f(c) no exista. Por
ejemplo, recuerde que si

entonces se tiene que

y sin embargo f(2) no existe (porque en x = 2 el denominador se hace cero).

Lim
2. Por el contrario, puede ser que f(c) exista y sin embargo =-<f(x) no exista, tal es el
caso si consideramos ¢ = 4 en el gréfico anterior.

Lim
3. Puede ser que tanto =-<f(x) como f(c) existan pero no sean iguales. En el grafico
anterior se tiene, por ejemplo,

f(2) = 2,5
y
Lim
x+2f(x) = 1,5.

4. Finalmente, en muchas ocasiones existe el limite de la funcion cuando x tiende acy
este limite es igual a f(c). Por ejemplo, vimos antes que

Lim
x=3 (X2 +3) =12
y también, si f(x) = x*+3 entonces f(3) = 12.
Limn

De todo esto lo que debe quedar bien claro es: al calcular =-=f(x) lo que interesa es "lo que
sucede con f(x) para valores de x muy préximos a ¢ y no lo que sucede en ¢ mismo". Es
decir, no importa si f(c) existe 0 no existe, y si existiera no interesa quién sea; el limite no
tiene que ver con f(c) sino con los valores de f(x) para x cercano a c.




2. CALCULO DE LIMITES

En esta seccion se establecen las propiedades de los limites y se dan algunas técnicas que
permiten calcular muchos limites de funciones algebraicas, sin tener que recurrir ni a
graficas ni a tablas.

Hasta aqui hemos calculado limites mediante la elaboracion de una tabla o viendo graficas
de funciones.

En las tablas hemos escrito valores de x suficientemente cercanos al valor x = ¢ dado y
hemos consignado las correspondientes imagenes obtenidas mediante el uso de una
calculadora. A partir de estas imagenes hemos inferido el valor del limite o hemos
determinado que no existe.

Esto esta bien para introducir el concepto y tratar de aclarar su significado. En algunas
ocasiones esto nos permite también tener una idea bastante acertada del limite, sin embargo
el uso de graficas o de tablas para calcular limites no es todo lo eficiente que quisiéramos.
Basicamente tenemos algunos problemas:

e A veces no se conoce la grafica de una funcién, o es muy dificil de trazar.

o Para algunas funciones en general es muy engorrosa la elaboracion de la tabla
utilizando Unicamente una sencilla calculadora.

« No siempre el valor que uno puede inferir de la tabla es el correcto.
Como sucede muy a menudo en matematicas, se puede tomar atajos que nos permiten
efectuar calculos mas rapidos y, a la vez, con la certeza de la validez de los resultados
obtenidos. En el caso de los limites esto se logra con el uso adecuado de algunos teoremas
que daremos a continuacion como propiedades de los limites.
Primeramente, comentaremos dos limites especiales.

Dos limites especiales

El limite de una funcién constante

De la grafica 2.25 podemos ver que para cualquier valor de ¢ 2
tenemos que =k
Lim o .
X+ L‘k = k
Ejemplo 7. ¢
Tim Figura2.25 fix)=k
a. =x=52=2 (constante)

171

b, =--3212 =9l
Lim

c. =-1235=35

El limite de la funcién identidad

De la grafica 2.26 podemos observar que para cualquier valor x = ¢ ¢
se tiene que

fo0 = x

Figura 2.26 fix) = x
(dentidad)



Lim

x=cX = C
Ejemplo 8.
Lin
a. ==3iX=5
Lim
b. =-3x=-3
Tim
C. ==l2x=1/2

Propiedades de los limites

Los limites especiales comentados anteriormente junto con las propiedades generales de los
limites que vamos a dar aqui, nos permitiran calcular una gran cantidad de limites sin
recurrir a tablas o a graficas.

Teorema 2.1: Operaciones con limites.

_ Lim Lim
Suponga que fy g son funciones tales que =-~=f(x) = Ly =-eg(x) = M entonces se
tienen las siguientes propiedades:

Lim
a. =x=¢[ f(x) + g(x) ] =L + M. "El limite de una suma de funciones es igual
a la suma de los limites de las funciones (cuando éstos existen)"

Lim
b. ==¢[f(X) - g(x)] =L - M. "El limite de una resta de funciones es la resta
de los limites de esas funciones (cuando éstos existen)"
Lim
c. x=c[f(x) g(x)] =L - M. "El limite de un producto de funciones es el
producto de los limites de esas funciones (cuando éstos existen)"
Lim
d. ==cf(x)/ g(x) =L/ M, siempre que M distinto de 0. "EI limite de un
cociente de funciones es el cociente de los limites de esas funciones
(cuando éstos existen y el limite en el denominador es diferente de 0)"
Lim
e. Sinesunnimero entero entonces x-<[ f(x) ]" = L". Cuando n es negativo
se debe tener que L distinto de 0. "El limite de una potencia de una
funcidn es la potencia del limite de esa funcidn (cuando éste existe y en
caso de que el exponente sea negativo L distinto de 0)"
Lim
f. Sines un nimero natural entonces =-<[ f(x) 1" = L. En caso de que n

sea par debemos tener L > 0. "El limite de la raiz n-ésima de una funcion
es la raiz n- ésima del limite de la funcion (cuando éste existe y cuando n
es par si es mayor o igual que 0)"




A continuacion se da una serie de ejemplos que ilustran las propiedades indicadas. En todos
los casos los calculos estan basados en los limites de la funcién constante y de la funcion
identidad ya dados.

Aplicaciones de las propiedades de los limites

Ejemplo 9.

Lim Litn Lim

a. *3(x+15)= =+3x+ =+315=3+15=18
Lim Lm  Lim

b. =#=3(x-15)= ==3x- %+315=3-15=-12
Lim Lim Lim

C. ==54X= z-54. x-5Xx=4-5=20

Lim x+5 _ Lm&+15) _ 18 _ -3

E

4 ¥ E-5 Lm_x-15 12 2
Lim Lin
e. 1—2X3:[x-2x]3:23:8

Lim itn
f. xeedx?= [xa-a X]V2= 4222

Ejemplo 10.
Lim
Calcular #=2(x* + 2x + 3).
Solucién: Tenemos
Lim Lim Lim Lim
x—~2(X2 + 2X + 3) = x—~2X2 + 22 I + x=23
Lim Lim Lim Lim
= [x—rE X]2+ =29 . n=+2) + z-23
=2%42.2+3
=4+4+3
=11

Ejemplo 11.
Limn 32 +1 _ [LIII]K_GX]2 + L]II'ﬂz..gl

x3 x+2 Lim, 3% + Lim, .52

32 41
3+2
=10 _ 2

5

Ejemplo 12.
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Si usted observa detenldamente estos ultimos cuatro ejemplos se dara cuenta que basta
evaluar la funcion en el valor hacia el que tiende x. Esto es cierto en muchos casos, como
sucede en los siguientes:

Ejemplo 13.
ALim X°+1 _ 2241 _ 5
x+2 x+2 2+2 4

b) Lim % -4 _3- 4 -1
=3 x+5  3+5 g

Pero la evaluacion directa no siempre funciona. Consideremos nuevamente

Lim X-4
K- d X = 4
Si intentamos evaluar en 2 obtenemos
2
2¢ -4 _0
2.2 0

y esta es una expresion indefinida.
Limites determinados e indeterminados

Decimos que el limite es determinado si al evaluar la funcién en 7
el valor hacia el que x tiende se obtiene el valor del limite. En

caso contrario se dice que es indeterminado. Existen varias /
formas indeterminadas; la que acabamos de ver se llama la forma ftiende al. /

indeterminada 0/0. Cuando al intentar calcular un limite se a4
obtiene una forma indeterminada debemos echar mano de otros / :
aspectos de la funcién para encontrar el limite propuesto. 7 :
Volvamos a 2
Lun -4 x tiende a 2
aed x-4
Lo que sucede aqui es que Figura2.27 f(x) = 13 -24
Lim i



y entonces la propiedad del limite de un cociente no se puede aplicar porque el limite del
denominador es igual a 0. Sin embargo, en el ejemplo 3 habiamos dicho, mediante el uso de

una tabla, que
2

r A
T: A T 9
LA

#e2 x-4 =4,

¢Seré que la tabla nos engafid o habra una manera de verificar que este valor es correcto?
La respuesta a esta pregunta esta fundamentada en la siguiente propiedad

Teorema 2.2: Dos limites coinciden si ...

Si fy g son dos funciones definidas en un intervalo abierto que contiene a c y si
f(x) = g(x) para todo x del intervalo con x distinto a ¢ entonces

Lin Lim
=cf(X) = %-2g(x)

En otras palabras, lo que esta diciendo el teorema es que no importa lo que pase en c, si las
funciones coinciden para valores cercanos a c los limites indicados son iguales. En el
siguiente dibujo se dan tres funciones que coinciden excepto en c. Se ve en ellas que los
limites cuando x tiende a c tienen que ser iguales.

F » y

> =HAz) > =Hz) > =Ax=)

fici=F, gel=L hic) no exdste
ilmcﬂx}=L lira gfx) =L limn hix) =L

Figura 228 f g h difieren en ¢ pero tienen el mismo limite en c

Lo que todo esto significa es: si se logra transformar adecuadamente la funcién dada en otra
que sea equivalente a ella (salvo en el valor ¢ dado) y si la funcién nueva tiene un limite
determinado, entonces: éste es también el limite de la funcion original.

Regresando una vez mas a

Lim x’- 4
#=2 x-4

sabemos que

xl-4 (x-2)x+2)

x-2= X-2 =Xx+2
siempre que x distinto de 2.

De esta manera, segun el teorema:

2
Lim X% Lim
K= 2 X—4:x—~2(x+2):2+2:4



tal como lo indicaba la tabla.
Calculo de limites: métodos

A partir del ejemplo anterior vemos que con el objeto de realizar estas transformaciones se
utiliza los conocimientos del algebra béasica tales como operaciones con fracciones
racionales, factorizacion de polinomios, racionalizacion y simplificacion de expresiones
algebraicas en general.

A continuacion se presenta varios ejemplos que ilustran estos procedimientos. En todos los
casos se trata de limites indeterminados de la forma 0/0. Cuando esté calculando limites
haga siempre en primer lugar la evaluacion porque si el limite no es indeterminado no es
necesario realizar las transformaciones por més "extrafia” que sea la funcion.

Primer metodo: factorizar y simplificar

Ejemplo 14.

Lim _X2-9 _ Tim (x-3)+3)
=3 x2-x-6 3 (x-3Nx+2)

— Lim *¥+3
#=3 x4+ 2

3+3_6

T 342 5

Ejemplo 15.
Lin 22 -1 _ Lim (- DEi+x+1)

=1 x2-1 =1 @&-Dt+l)

%2 +u+1
x+1

to | w 35




Ejemplo 16.
Lim 2 -% -3x+2 _
22 oy Sx+6

Lim (-2 +x-1) _
x+2 (- 3)(x-2)

[ SIS |
xeTx-1

Lim =2 =35
x+2 x-3 -1
Segundo método: racionalizar y simplificar
Ejemplo 17.

Lim VE- 2
Calcular *+4 =-4,

Solucion: En los casos anteriores utilizamos factorizacion y simplificacion para obtener una
nueva funcion. Aqui lo mas conveniente es racionalizar el denominador; para ello
multiplicamos tanto el numerador como el denominador de la fraccion por $\sqrt{x} +23.
Lim WE- 2 _ Lim = -2W=+2)

xed g 4 x4 (z-DEE+2)

—Lim _%-4
=4 (o AE+2)
— Lim

x+4 x+2
__1 _1

4+2 4

Ejemplo 18.

Lim—u'ﬁﬂc—:s: _ Lﬁn(\."6+x -2 64z +3%)

%3 3-x =3 B.gifftz +x)
_ Lim_ Otu+x?

=3 3-xf6+x +x)

—Lim__ 2%z

3 J6+x +x
—Lim_2+3 _ 5
3 JE+3 43 6
Ejemplo 19.
Lim Y2+5 -2

Calcular =1 =z+1
Solucion: Aqui racionalizamos el denominador:



. wine e S _ ) fdw 45 _ Dvudw 4 5 4 %

P x+DWe+5 +2)

— Tim x+5-4

=+ Diyes+3 +2)

= Lim +1

= Lim -

_ 1 _ 1

N O R N E

Tercer método: combinacion de los anteriores

Ejemplo 20.

Lim 22 +tx-2 _ Lim (x2 +x-2}[w'ﬁ+x +2)
22 \BFx 2 x-2(J6+x - )6 +x +2)

gy B2F%- 2 ¥z +2)

x+-2 6E+x -4
I.;l.'m (x+2)E- DVEF= +2)
x+2

=Ljn%(x— DEEFx +2) = -

Ejemplo 21.
Lim 1= — Lim (1 =1 +fx)
=1 w2 -1 =1 (z+ Dixz- D1+

— Lim___ ®-1
e LG+ 1) - 11+
—Lm__ "L
=1 (x4 D1+
_ -1
4
Ejemplo 22.
\.fx+4 -1

Calcular X*-3 oR+T7 -1
Solucion: En este caso procedemos por "doble racionalizacion”, del siguiente modo:



-

Ejemplo 23.
1 -1
Lim w2 oz
Calcular **" %
Solucién: Transformamos la funcion utilizando las operaciones con expresiones algebraicas.
1 -1 x-(x+2)
Lim 2 % _ iy x&+2
x= % w0 w
-2
= Lim *&*2)
=0 w
_ Lim 2%
x=0 x(x+2)
= -1
Ejemplo 24.
Lim Y +h
Calcular ®-° h

Solucion: Observe que en este caso aparecen dos variables: x y h. Para efectos del calculo
del limite es h la que hacemos variar hacia 0 (pues dice h tiende a 0), la x se trata como si

fuera constante. Tenemos entonces:

Lim vx+h "'1'%
h-0 h

— Lim V2 +h NE)E )
h=0 h(Va + b +vx)

Lim & Fhi-x
h-0 h(VE T b +5)

: 1 1
= Limn =
-0 WyE+h+E  2VE




3. LOS LIMITES LATERALES

En el Capitulo 1 estudiamos

i
1x

Lim —

=0 x
En esa ocasion, mediante una tabla vimos que el limite no existe, s e 1 1
pues si tomamos valores de x cada vez mas proximos a 0 pero / s :
mayores que 0 se obtiene como resultado 1, mientras que si lo 1
hacemos por la izquierda se obtiene como resultado -1. Sin embargo, .

, . ;. e tiends 2 0
podemos hablar de una manera mas restringida de limite por la »
izquierda y limite por la derecha.

En el caso que nos ocupa decimos que el limite por la derecha es 1 1
y que el limite por la izquierda es -1. AN g tiende 2 -1
Figura3.l gi® ='i—|

Definicion 3.1. Limites laterales

Decimos que el limite por la derecha de f(x) cuando x tiende aces L, si a
medida que tomamos valores de X, cada vez mas proXimos a ¢, pero mayores que
c, entonces f(x) se aproxima a L. Simboélicamente

Lim £ (x) = L

E=C#

Decimos que el limite por la izquierda de f(x) cuando x tiende a c es M, si a
medida que tomamos valores de X, cada vez mas proximos a ¢, pero menores que
¢, entonces f(x) se aproxima a M. Simbolicamente

Lim f(x) = M

.

1 /f‘ti&nﬂea]’..
Lo
M|op |

c o
ftiende a M

Figura 32 Limites laterales

Funciones definidas "'por partes

Ejemplo 1.
Considere una funcién definida "por partes” como sigue:



A e o o £
gTXEX N1

fix) =

¥ +leix 21

Sy,

El significado de esto es el siguiente: si queremos calcular la
imagen de algin namero menor que 1 usamos la primera formula.
Por ejemplo,

=
e

f(0,5) =4+ 0,5=4,5, s|o [ frienea2
f(O):4+0:41 f'tiendea},ﬂ e
f(-3) =4 + (-3) =1, etc. /{
Mientras que si queremos determinar la imagen de 1 o de valores
mayores que 1 entonces usamos la segunda férmula; asi, por Figura 33 y=1%)
ejemplo:

1 2 3

f(1)=12+1=2,
f(1,5) = (1,5)° + 1= 2,25 + 1 = 3,25,
f(2)=2> + 1 =5, etc.
Queremos ver qué pasa cerca de 1.
Si tomamos valores de x por la izquierda de 1 usamos para las imagenes la formax + 4y,
entonces, el limite por la izquierda de f(x) cuando x tiende a 1 es

Lim f(x) = Lim(x + 4) = 5
K== X=+k
Mientras tanto, si tomamos valores de x por la derecha de 1 usamos la forma x* + 1. Por lo
tanto

Lim f(x) = Lim(x* +1) =2

=+l x4+
Observe en este ejemplo anterior que el limite de f(x) cuando * — 1no existe (la figura 3.3
representa la grafica de esa funcion).

|
En realidad, para que un limite exista debe existir tanto por la derecha como por
la izquierda y ambos deben ser iguales.

En funciones definidas "por partes”, como la anterior, si se quiere verificar la existencia del
limite en el punto o puntos donde se parte, deben calcularse separadamente los dos limites
laterales y corroborarse si son iguales o no.

Ejemplo 2. .
Considere la funcién - /
3x—2ax <2
SO = Yx+25ix 22 do8
5 »
Lim F(x
Determinar si existe el ==2 J (@) )

Solucién: Tenemos Figura 34 v=f{x)
Lirzn_flfx} = LirJr_L(Bx -2 =4

Lim £ (x) = Lim (4x +2) = 10



Lim f(x)

Concluimos que =2 no existe.
Ejemplo 3.
Dada la funcion
{'— x+om L -2
IR Ea R T
) o Limg(x)

Determinar si existe el »=-2 .
Solucion: Tenemos Figura 3.5 v = g%

L5 e =Hptxd =T
Lin;t glx) = Li:;'u::::2 +3) =7

) Limgix)=7
Concluimos que *—+-2 & :

4. CONTINUIDAD

Al final de la Seccion 2.2, se hicieron algunas observaciones sobre las posibles relaciones

: : Lim f (x)
entre la existencia de ¢ y el valor f(c).

Retomemos esas observaciones y veamos su significado grafico.

1. En esta grafica se tiene que:
Lim f(x) .
o E=¢ Sl existe
- o f(c) no existe
Figura 3.6
> 7 ‘ 2. En estas gréficas se tiene que:
{ Limf(x)

fle)}- gl . i o 3¢ no existe

P |4 o f(c) si existe




Unvi
todas
valor

7 3. En esta gréfica se tiene que:

Lim f(x) .
X Sl existe

o f(c) si existe, pero

Tam 7 (x) = £ ()

E=+(

4. En esta gréfica se tiene que:

Lim f(x) .
“'”:f Si existe

o f(c) si existe y ademés

7 | Lo )= £ (2)
o) XK=

Figura 3.10
stazo a las figuras anteriores nos permite darnos cuenta que, salvo en la Gltima, en

las demaés la gréfica de la funcion presenta algln tipo de ruptura de la curva sobre el
de x=c. En otras palabras solamente la grafica del Gltimo caso podria ser dibujada

"sin levantar el lapiz del papel". Esta Gltima es la que intuitivamente Ilamariamos una

funci

on continua. Precisamente la definicion de continuidad esta basada en la situacion

que se presenta en este ultimo caso.

Definiciéon 3.2. Continuidad

Suponga que f es una funcién que esta definida en algun intervalo abierto que
contenga a c. Decimos que la funcion f es continua en x=c si se tienen las
siguientes condiciones:

1. Existe f(c), esto es: ¢ esta en el dominio de f.
. Lim f(x)
2. Tambien existe ==« .

Lim f(x) = f(c)

3. Ademas -«

Si f no es continua en ¢ se dice que es discontinua en c.

Ejemplo 4. Discusién sobre la continuidad de algunas funciones

1.

Si tenemos una funcidén constante f(x)=k, sabemos que para cualquier c se tiene

Lim f (x) . : . :
Lol =k y ademas f(c)=k. Esto nos dice que es un funcion continua.

Limx=c¢

2. La funcion identidad f(x)=x también es continua pues f(c)=cy #-¢

x -1

(x) =

3. Lafuncion x=1 gs



a. discontinua en 1 porque f(1) no existe, pero
b. continua en todos los demas puntos. Por ejemplo f(2)=3 y

-3

. -1 22-1 3
=TT T

En realidad, si al calcular un limite cuando x tiende a ¢ éste se obtiene por simple
evaluacion (es decir: no es un limite indeterminado), entonces la funcion es continua en c.

Teorema 3.1. Operaciones con funciones continuas

Si fy g son funciones continuas en x=c entonces también son continuas en c la
suma f + g, la diferencia f - g, el producto f - gy, si g(c) =0, el cociente f/ g.
Por otra parte, si g es continua en ¢ y f es continua en g(c) entonces la
composicion f ° g es continua en c.

De acuerdo con este teorema y los puntos 1y 2 del ejemplo anterior se tiene que la mayoria
de las funciones que manejamos en este nivel son continuas en todos los puntos o casi en
todos los puntos. Pues, efectivamente, estas funciones se obtienen mediante la combinacion
de las operaciones indicadas en el teorema a partir de la funcion identidad y de las
funciones constantes.

Ejemplo 5. Funciones continuas
Las siguientes funciones son continuas en todos los puntos de R:

1. f(x)=3x*+5x-1

Jxt +1

)
B(x) = Sx -3
%) x? 42

Ejemplo 6. Funciones continuas y discontinuas

Jx)=
1. Lafuncién x* =9 gg discontinua en x = 3 y en x = -3 pues no existen ni f(3)
ni f(-3) (en estos casos el denominador se anula). En todos los demas valores en R
la funcion es continua.

2. Lafuncion /(%) = /% = T gg continua para todo valor x > 1.
Continuidad en un intervalo

En general, decimos que una funcion es continua en R si es continua para todo x en R.
También decimos que es continua en un intervalo abierto | si es continua para toda x en 1.



o Nota: En el punto 2 del ejemplo anterior se tiene que el dominio de la funcidn es el

: : . Lim £ (x) :
intervalo [1,+¢[. En ese caso no tiene sentido hablar de *-- pues la funcion
no esta definida para valores menores que 1. Pero en estas circunstancias diremos
que f es continua en [1,+¢= [porque es continua en ]1,+e [ y ademas

Lim £(x) = £ ()

Ejemplo 7. Continuidad de una funcién racional
Determinar en qué conjunto es continua la siguiente funcion:
x5
J@) =
Solucion: El dominio de esta funcion es R-{3} y la funcion es continua en todo su dominio.

Ejemplo 8. Continuidad de una funcion con una raiz en el denominador
Determinar donde es continua la funcion

X
g(x) = W

Solucion: Esta es una funcion continua en todo su dominio, es decir en ]-1,1].

Ejemplo 9. Continuidad de una funcion definida por partes
Determinar donde es continua la funcién

2x+1lax <0
B(x) =4z  +1s0<x <2
x—-3ax > 2
Solucion: Aqui tenemos una funcion definida por partes. Dentro de Figura3.15 y=h(x)

cada parte la funcion es continua, pero podria haber problemas con los limites en los puntos
de divisién 0y 2.

Tenemos
Lim A(x) = Lim(2x + 1) = 1
== % =sl=
Litn /(x) = Lirnn(xg +1) =1
y ademas

h(0)=0?+1=1,

por lo tanto la funcion es continua en 0.
Por otro lado,

Litn /(x) =L-irg1_(xg +1) =5
Lim kix) = Lir;:t{x -3 =-1
K= ¥

=2+



Esto dice que
Lil’%l Al
K=

no existe y por lo tanto h no es continua en 2.
Resumiendo la informacidn decimos que h es continua en R-{2}.

Ejemplo 10. Buscar la continuidad si hay un parametro
Encontrar un valor de d para el cual la siguiente funcion sea continua en todo R.

Idx*&s:xgz

I T
axr T

fix)=

IR N
-1 I S 4

——"
I~

Solucion: Dentro de cada parte la funcion es continua. Para que ademas sea continua en 2,
debemos tener que

£(@) = Lim /() = Lim / (x

Es decir,
4d-3=2d+2
Resolviendo esta ecuacion resulta
4d-2d = 2+3
2d=5
d=5/2

Entonces si d=5/2 se tiene que f es continua en todo R.

5. FUNCIONES DISCONTINUAS

Hemos visto anteriormente que las funciones pueden tener discontinuidades en algunos
puntos. Basicamente la dicontinuidad en algun punto x=c se presenta por alguna de las
razones siguientes:

Lim F(x
A. El limite ==t I :Ino existe.
. Limfix) .
B. El limite =—¢ si existe pero f(c) no existe.
. Limf(x) o
C. Ellimite ==« si existe, f(c) también existe, pero
Lim f(x) = j(c)
K=
Lim f(x)

D. Nif(c) ni ==« existen.



Ejemplo 11. Discontinuidades de diferentes tipos
En la figura 3.16 se presenta una funcion f:

Figura 3.16
Diferentes tipos de discontiridad
Podemos ver que la funcion presenta cuatro puntos de discontinuidad.
: : Lim 7 (x) :
En x=a se tiene que f(a) existe pero *-2 no existe.
. . Lim 7(x) .
En x=Db se tiene que f(b) no existe y *-+» tampoco existe.

. . Lim f(x) =
En x=c se tiene que f(c) no existe pero *=« si existe.

. . Lim f(x o
En x=d se tiene que f(a) existe, =4 también existe, pero
Li £ (x) # f(d)

Observando bien la grafica, podemos ver que las discontinuidades son de diferente tipo. En
cy end la grafica solo representa una "leve" ruptura, solo se interrumpe en un punto.
Mientras que en a la gréafica "salta" de un lugar a otro y en b la gréfica "baja"
indefinidamente. En los puntos en los que la grafica solo se interrumpe en un punto sucede
que el limite existe, mientras que en las otras circunstancias el limite no existe. Con base en
esto damos la definicidon siguiente.

Definicion 3.3. Tipos de discontinuidad

Sea f discontinua en x=c, decimos que

. o . Lim f(x)
(a) la discontinuidad es evitable si ==« existe.

o o . Lim £ (x) :
(b) la discontinuidad es inevitable si #=¢ no existe.

En este caso, si

=i+

Lin /() Lin/ @

existen pero son diferentes, se dice que la discontinuidad es de salto.

Ejemplo 12. Clasificando discontinuidades

Para la funcién cuya gréafica se da en la figura 3.16 (ejemplo 11), las discontinuidades en
x=c y en x=d son evitables. Las discontinuidades en a y b son inevitables. Por otra parte, la
discontinuidad en a es una discontinuidad de salto.



Los nombres que se dieron en la definicion anterior son bastante claros en cuanto a su
significado. Si se tiene una discontinuidad evitable en x=c bastaria redefinir

para obtener una nueva funcion que si es continua en x=c (asi se evitaria la discontinuidad).
Esto no se puede hacer en el caso de discontinuidades inevitables.

Ejemplo 13. Calculando discontinuidades evitables e inevitables
Determinar cuéles son los puntos de discontinuidad de la funcion

Ax+lsix ]l
Flx) =8z +3s1¢x<3
dx+1s 24 x

Indicar cuéles son evitables y cuales son inevitables.

Solucion: La funcién estéa definida en R-{1,3} tiene entonces dos puntos de discontinuidad:
enx=1yenx=3

Tenemos que

Lim f(x) =4y E}xﬂf(x} =4

H—sl-

por lo tanto
Lmllf(x) =4

y entonces en x=1 hay una discontinuidad evitable.
Por otra parte
}_}Igr}fl:x} = ]2y }E’rﬁf{x]l =13

por lo tanto

Lim f(x) .
x=+3 no existe

por lo que en x=3 hay una discontinuidad inevitable y es de salto (porque existen los dos
limites laterales).

Ejemplo 14. Redefiniendo una funcion

Determine los puntos de discontinuidad de la funcion
2
x =1

1 ==

y redefina la funcion para que sea continua en R.
Solucion: La funcién es discontinua en x=1 y ademas

‘-1 -1 1
x lmM=Limx+l=2

x—=1 x— x—+1 X x—+1




La discontinuidad es evitable y si escribimos
x -1
flx)=4¢x-1

2ax=1

sx =1

obtenemos una funcion idéntica a la funcion dada (salvo en x=1) y ademas continua en x=1.

6. LIMITES INFINITOS Y ASINTOTAS VERTICALES

Consideremos el siguiente limite

1
=0 H

Como podemos ver de la gréfica, si hacemos variar x tendiendo a 0 (por la derecha y por la
izquierda), la grafica "sube™ ilimitadamente.
.

NN

— x

Figura4.l f(=1
_ M _
Construyamos, ademas, una tabla con valores de x cercanos a 0.

Tabla 4.1
Hacia 0 por la izquierda 0 Hacia O por la derecha
X -05 | -0,1 -0,01 -0,001 0,001 001 | 01 | 05
1/)x| 2 10 100 1000 1000 100 10 2
Hacia ? por la izquierda ? Hacia ? por la derecha

De acuerdo con la gréfica y con la tabla 4.1, decimos que el limite propuesto no existe
porque a medida que nos aproximamos a cero tanto por la derecha como por la izquierda
tenemos que los valores de la funcién crecen ilimitadamente.



Limites infinitos

En la situacion expuesta anteriormente dijimos que el limite no existe, pero esa situacion
especial en la que f(x) crece ilimitadamente se expresa diciendo que f(x) tiende a infinito.

Escribimos
1

HiTl — = O3

] |x|

Una definicion informal de esta situacion seria la siguiente:

Definicion 4.1. Limites infinitos

grande como se quiera al escoger x suficientemente cercano a c. Se escribe
bm f(x)=co

K=+

(Esto se lee: el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ es infinito).

Decimos que f(x) tiende a infinito cuando x tiende a c si se puede hacer f(x) tan

De un modo parecido definimos la notacion
b F{x)=—co

K=+

(el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ es menos infinito).

Ejemplo 1. Limite infinito cuando x tiende a 0.
-1

) =—
Considere *" . Realicemos una tabla de valores tomando x muy cercano a 0

Tabla 4.2
Hacia 0 por la izquierda 0 Hacia O por la derecha
x |[-05-01 | -0,01 -0,001 0,001 0,01 01 |05
-1/x* | -4 | -100 | -10000 | -1000000 | -1000000 | -10000 | -100 | -4

Hacia ? por la izquierda ? Hacia ? por la derecha

Es bastante claro, a partir de la tabla 4.2, que
-1
w=sll ]:2 =%

La figura 4.2 representa la grafica de esta funcion.



‘e

Ejemplo 2. Limite infinito cuando x tiende a 1.
1

. L fixm=
Consideremos la funcion x-1 Esta es una tabla de valores tomando x cercano a 1.

Tabla 4.3

Hacia 0 por la izquierda 0 Hacia O por la derecha

X 05 | 09 0,99 0,999 1,001 1,01 11 | 15

1/(x-1) -2 -10 -100 -1000 1000 100 10 2

Hacia ? por la izquierda ? Hacia ? por la derecha

A partir de la tabla 4.3 podemos decir que
lim L -,  lm L =co
x=1- x— | bt x—1

La gréfica de esta funcion se representa en la figura 4.3.

N

~T
\

Figurad3 f(x)= 1

%1

Asintotas

Las gréaficas de las situaciones dadas anteriormente tienen cierta caracteristica en comun: en
los tres casos hay una recta vertical a la cual la funcion "se va pegando”. Estas rectas se
Ilaman asintotas.
Asi, la funcion
l
Jx=—

il
tiene una asintota vertical que es el eje y. También la funcion



tiene a la recta x=1 como asintota vertical.
En general, podemos dar la siguiente definicion:

Definicion 4.2. Asintota vertical

La recta x=c es una asintota vertical de f(x) si se cumple al menos una de las
siguientes posibilidades:

lin f(=c lm f@)=-a lm f()=co lm f(2)= -

Los dos teoremas siguientes son muy Utiles en el calculo de limites infinitos.

1

Teorema 4.1. El limite *7* & —¢)*

1

kim = C0
- 7 -y . p— 2
1. Sin es un nimero entero positivo par, entonces =~ (¥~ ¢)
1
X =0
2. Sines un entero positivo impar entonces **** (X =¢) y

1

x=e (x— )"

Ejemplo 3. Aplicacion del teorema 4.1.
De acuerdo con el teorema anterior tenemos que

1

= D

1. *2E-3) (pues 2 es un nimero par).

1
lim -

2 x4+ (x_ 4}3 @
1 = —0

3, " (x-4) (pues 3 es impar).

1

—_— =D

4, x8-x-8 (aqui tenemos que el exponente del denominador es 1, que es impar).

(pues 3 es impar).




Teorema 4.2. Operaciones con limites infinitos
lm f(x) =co lim g(x)=L
| mle@+ f@)]= o

lim[g(x) f(x)] =0 Hn——=a
2. Si L>0, entonces Hc[g( /@) y e

litrny = - RS
3. Si L<0, entonces “_W[g(?f}f{x}] my e g(x)
L E(X)

— e AW
o rora
4 S5

=

€

Suponga que **¢ y que ®=¢ ) (algun nimero L) entonces:

Teoremas analogos se pueden dar para el caso de — %y también para cuando
X=»c

Ejemplo 4. Aplicaciones del teorema 4..
Calcular los siguientes limites.
3x
1, (x- )’
2x
2 s PR Y

x+2

x—ac+y

X

3.t -9 Figura 46 9= 3:_

lim : —+5x
4. 5 (x+1)

=6
5. HETY xi =5

Solucion:
1. Observe que podemos escribir

i= jx;
(x-2)" (x-2)°

y tenemos

lim 3x=6, lim —

x—=s2 x—=2 I:I— 2)2 =

o

Entonces, por el punto 2 del teorema se tiene que

(2



x-2 (x - 2)° -
2. En este caso:
x 2x dx 1
y tenemos
fim 2% 1, lim ! e
=1+ T 4] S |
Por lo tanto (punto 2 del teorema):
2x
=
x4+ xg =1

3. Procedemos de modo parecido en este caso:

T+ 2 T+ 2 T4 2 |

-0 (x-(x+3) x-3 x+3

y como
b x+2 = l lim I = -
¥=-+=x—=3 0 K=-3 X 43
entonces
x+2
H=p=Tim rz -0 a
4. Tenemos que
3 e .
x=-1 (x+ 1) y x]Jfrr-llSI:_5
entonces, por el punto 1 del teorema,
& +5X mco
x+-1(x+1)2

5. Descomponemos la funcidn de la siguiente manera



Ahora,

Ejemplo 5. Asintotas verticales.

700 - Jr+1
Determinar las asintotas verticales de 2 + 3 -2
Solucién: Podemos escribir

3x+1 3x+1

Fx)= 20 +3x-2 (2 =1)x+ 2)
Vemos que el denominador se hace 0 cuando x=-2 0 x=1/2 de manera que hay dos posibles
asintotas verticales: x=-2 'y x=1/2.
Calculamos

Jr+1
—_— =
x—}2+(2x_ 1;(?.‘+ 2}

Jr+1
e s
x—}%+(2x— IKI"‘ 2:'

y por lo tanto ambas rectas son asintotas verticales.

Ejemplo 6. Un cero del denominador que no es asintota vertical.
Determinar las asintotas verticales de
X -9
Jx) = 4——
X -5x+6
Solucién: Tenemos
2 2
-9 -9
X = =
7@ - Sx+ 6 (x=-3Wx-12)
Por lo tanto hay dos posibles asintotas verticales: x=3 y x=2.
Ahora calculamos

2
lirn x—-g=m
¥=2+ (= (x -2}



1. - - -
Pl (3! o T TR =
- L= 1l &~ 7l L -+

A SR A ) L

i ——— = fim -

=3 (x-3)x-2) *3(x-3(x-2)
Lo anterior dice que la recta x=2 es asintota vertical, pero x=3 es
limite considerado no es ni @ ni -,

= litry
F=b 3 =

F
=o

5} s | it

sintota vertical porque el

7. LIMITES AL INFINITO Y ASINTOTAS
HORIZONTALES

Limites al infinito

En lo que sigue vamos a estudiar los limites infinitos para diversas funciones.

Aqui consideraremos un problema diferente al considerado en capitulos anteriores. En ellos
nos hemos preguntado qué pasa con f(x) cuando x se aproxima a un valor determinado c.
Aqui nos preguntaremos qué pasa con f(x) cuando x crece ilimitadamente (x crece sin cota)
o cuando decrece ilimitadamente (decrece sin cota). Estos son los limites al infinito.

Ejemplo 7. Crecimiento ilimitado de x.
(R = 2x+5
Sea x=2  nos preguntamos:
a) ¢Qué sucede con f(x) si hacemos crecer a x ilimitadamente?
b) ¢Qué sucede con f(x) si hacemos decrecer a x ilimitadamente? (esto es, si tomamos
valores negativos de x cada vez "mas abajo™)
Solucion: La gréafica de la funcion indica que a medida que x crece o decrece
ilimitadamente, los valores de f(x) se acercan arbitrariamente a 2.
a) Construyamos una tabla de valores que nos refuerza lo que vemos en la gréafica:

Tabla 4.4
Hacia @
X 10 100 1000 10000 100000
f(x) 3,125 2,091836 2,009018 2,0009 2,00009
Hacia 2

Con la tabla 4.4 comprobamos que a medida que los valores de x crecen sin cota, los
valores de f(x) se aproximan a 2.

La expresion "x crece sin cota” se simboliza con *— #y se dice que x tiende a infinito.
Toda la situacion anterior se escribe simbolicamente como



fim 2x—5_2

N -

b) Para comprobar la respuesta también construiremos una tabla de valores.

Tabla 4.5
Hacia - =
X -10 -100 -1000 -10000 -100000
f(x) 1,25 1,911764 1,991017 1,9991 1,99991
Hacia 2

Nuevamente, a partir de la tabla 4.5 vemos que a medida que los valores de x decrecen
sin cota, los valores de f(x) se aproximan a 2.

La expresion "'x decrece sin cota' se simboliza con * — —*y se dice que X tiende a
menos infinito. La situacion anterior se escribe simbolicamente como

i 2x—5=

- X — 7

2

Podemos dar una definicion informal para estas situaciones.

Definicion 4.3. Limites al infinito

a. Decimos que el limite cuando x tiende a infinito de f(x) es igual a L si a

medida que hacemos crecer x ilimitadamente entonces los valores de f(x)
se aproximan a L. Simbdlicamente

lim f(x) = L

(Esto se lee: el limite de f(x) cuando x tiende a infinito es L).

b. Decimos que el limite cuando x tiende a menos infinito de f(x) es igual a

M si a medida que hacemos decrecer x ilimitadamente entonces los
valores de f(x) se aproximan a M. Simbdélicamente

i F{z) =M

= =t
(Esto se lee: el limite de f(x) cuando x tiende a menos infinito es M).

Asintotas horizontales
. e +F
La figura 4.11 representa la grafica de
2x45
@ =—= , \
=

N
Figura4.11 fi¥y= Zu+5
Yud




Note que en el dibujo, ademas de la asintota vertical x=2, se observa otra recta a la
cual la gréfica de la funcion se "'va pegando™: ésta es la recta horizontal y=2. Estas
rectas se llaman asintotas horizontales de la grafica de f(x) y estan estrechamente
relacionadas con los limite al infinito. De hecho, podemos dar la siguiente definicion:

Definiciéon 4.4. Asintota horizontal

Decimos que la recta y=k es una asintota horizontal de la grafica de f si se

cumple que
im f(x)=k hm f(x) =k
= 0 que K==

Ejemplo 8. Dos asintotas horizontales.

En la figura 4.12 se representa la grafica de una funcion f.
+ ¥

S

— X

-3

Figura 4.12
Agintotas honzontales
] ] , m f(x)=4
Ahi vemos que hay dos asintotas horizontales que son y=-3, y=4. Tenemos **
lim f(x) =~
y F=m
El siguiente teorema nos sirve para calcular limites al infinito.
Teorema 4.3. Propiedades de los limites al infinito
. b k=k lm k=%
1. Sik es una constante entonces **= y ¥
. ) lim x* =  lm 1" =
2. Sinesunndmero natural par entonces = y #ee
. ) ) m x* = lim x" = -
3. Sinesunndmero natural impar entonces *= y #=
. , lim %x= o
4. Sim esun namero natural par entonces *= =

. ) . im Yx= o lim Yr=-w
Si m es un numero natural Impar entonces *=* = y #=oe

Si k es un nimero racional positivo y r es un namero real arbitrario
. ¥ . ¥
I.Iﬂl % = |:| ]JITI % = l] . K L.
entonces "7 * y e siempre que x" esté definido.

o o




Ademas, son validas las propiedades dadas en los teoremas 2.1y 4.2 si en vez de X
tiende a ¢ escribimos * == ® g escribimos * = —%,

Aplicaciones del Teorema 4.3

Ejemplo 9.

lim 439=439 _

o T , por el punto 1 del teorema anterior tomando k=439.
im x* =0 lim x* =

o 0 y = , por el punto 2 del teorema, tomando n=2 (par).
lim x* =0 lim x* = - _

o 3o y #-= , por el punto 3 del teorema, tomando n=5 (impar).
lim Afx =

o Fm , por el punto 4 del teorema, tomando m=2 (par).
fim 3fxr =00 lim Ef_= -0 .

o Fow y e , por el punto 5 del teorema, tomando m=3 (impar).
A2 e 42 o

o *rerxt y e x , por el punto 6 del teorema, tomando r=42 y k=4.

Ejemplo 10. Un método para calcular ciertos limites al infinito.

hm[LEHE}
e Calcular ™"L*

Soluciéon: Tenemos

]jm[l—+12:|=]jmi+]jm12=ﬂ+12=12

r=h xs ¥=bu x3 K=

tim (-3x% —5x + 6)
o Calcular = .

Solucion: Usualmente, con el fin de utilizar las propiedades anteriores, se
procede en estos casos del siguiente modo:

lim (~3%° - 5x+6) = lim 3x2[1+i—iJ

¥ o Es—tn Ax xl

Observe que lo que se hizo fue factorizar la expresion "*sacando’* el término de
mayor exponente, por esta razon dentro del paréntesis quedan fracciones en
las que aparece la variable en el denominador. El objetivo que se persigue con
esto es muy claro: estas fracciones que acabamos de mencionar tienden a0y,



por lo tanto, el limite solo va a depender del término de mayor exponente.
Entonces,

E— o I x"‘{ ¥ ((,por quét))

El procedimiento que acabamos de utilizar en el ejemplo anterior se usa en el
célculo de muchos de los limites al infinito.

5+ 4

« Calcular == 3x" - Zx+1

Solucion: Procedemos del siguiente modo:

=1
3 4

12(1+;+x_=) 2 i

lim -

2 1 KT R

il - e —
x°( T Exzj

=1

. x2'5x+4:.

eyt —Qx el aoe

Limites al infinito de funciones polinomiales
El procedimiento usado es bastante general y podemos deducir de €l las dos
reglas siguientes.
Regla 1: Si tenemos un polinomio p(x)=ax"+a,.1.x"+ - +ax+ao (con a,
diferente de 0) entonces

lim (@, x™ + @, x* + -+ @y X+ a, ) = lim @, x*
bl ] i
y también
lim (e, x* +a, ,x* 4+ g x+a,) = im a x*
X =ty N =t

Regla 2: Si tenemos dos polinomios p(x)=ax"+a..x"*+ - +ax+ao (con a,
distinto de 0) y q(x)=bmX™+bp.1x™ ™+ - +hyx+bg (con by, distinto de 0) entonces

-1 ]
g X Fd, + o X+ . [v 4
i n-l ! = hm A

e b ox™ b T e by By e b T

y ademas

] x=1 ]
e X + e X" X+ fim a2, X

o b x™ b X" by 4+l oo b 3"

Simplemente lo que dicen las dos reglas anteriores es que al calcular los limites al
infinito de un polinomio basta considerar solo el término de mayor grado. Del mismo
modo, al calcular los limites al infinito de un cociente de polinomios basta considerar
solamente el cociente de los términos de mayor grado de ambos polinomios.



Ejemplo 11. Célculo de asintotas horizontales.
Determinar las asintotas horizontales de las siguientes funciones
a) f(x)=2x>-4x+1

g(x) = 212—4x+1
b) r-x+l

h(x) = +dx+1
C) ©-x+l
Solucion:

tm (2% —4x+ )= lim 2x° = - )
a e e (segun la regla 1).

lim (2x* = 4x +1) = lim 2x° = o
Por otra parte ¥« F=to

De modo que f no tiene asintotas horizontales.

2728 =4x+1 —tim x

llmg— _2=ij 2x=1ro

b. ™ x"=x+1 ¥e x® e (segun la regla 2).
i 25 2P 0 oo
r=-w oy _x_'_l = ¥——

Tampoco esta funcion tiene asintotas horizontales.

3 3
o +dx+l . X - 1
lim = lim — = ?.-EI
.
c. = ;—x+1 tew xT rew (segun la regla 2).

3

fim x3+4x+1=h.mx_=h.m L=EI
= oo xs—x.'_]_ ?{—?mxj‘ I—}mxz

Por lo tanto h tiene una asintota horizontal y = 0.




