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3. INECUACIONES CON UNA VARIABLE
3.1. Inecuacion lineal
Llamaremos desiguddad lined de unavariable a cuaquier expreson de laforma
ax+b>0 ohien
ax+b<0 ohien
ax+b3 0 obien

ax+b£O

(@ 0) dondea,y b son congtantes redes.

La solucion de una desigualdad en una \ariable es @ conjunto de todos los vaores de la
variable paralos cudes ladesiguadad es una proposicion verdadera.
Para resolver una desiguadad de este tipo, se procede en forma smilar que para resolver una

ecuacion pero teniendo en cuenta las propiedades del orden en los redes vistas en la seccion .

Ejemplo
Sx<3
entonces X—3 <3-3 (Sumando —3 aambos lados)
0sea Xx—3<0

En generd decimos. cualquier término puede pasarse de un lado a otro de una desigualdad
cambiando previamente su signo, sin alterar el sentido de la desigualdad.

Ensimbolos: sia> b+ centoncesa—b>c y a-c>h.

Ejemplo
1 : 1 1
De 3x - > >5X +4sdgueque 3X 5x > 4+ 5,tanto 3 como 5x se pasaron de un

lado d otro.

S a ambos lados de una desigualdad multiplicamos (o dividimos) por e mismo nimero real

positivo y distinto de cero, la desigualdad no se altera
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En simbolos: S a<b yc>0entonces a.c <b.c

Ejemplo
Esclaoque —5<-1
entonces—5. 6 <—1. 6 (Multiplicando ambos lados de la desiguadad por 6)
seobtiene-30< -6 gue es también una desigualdad verdadera.

Ejemplo
Resolver lasguiente desguadead: 3x>9

%><3x >%><9 (Multiplicando a ambos lados por %)

Simplificando la expresion obtenida se obtiene x > 3, que es @ conjunto solucion para la
desigualdad dada.

S a ambos lados de una desigualdad multiplicamos por un mismo nimero real Negativo y
distinto de cero, seinvierte el sentido de la desigualdad

Muy importante: no olvidar que....

Sa<by c<0, entonces a.c > bh.c

Ejemplo

Esclaoque —5<-1
-5.(6)<-1.(-6) (Multiplicamos a ambos lados por —6)

. Para que laigualdad resulte verdaderaes
seobtiene30> 6 imprescindible invertir el sentido de la desigual dad.

Ejemplo

Encontrar todos los nimeros redles que satisfacen la desigualdad:

5X—33 7x+2

Solucién
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Pasamos todos los términos en x a un lado de la desigualdad y los términos congtantes d otro.
Para lograr esto restamos 7x en ambos lados y luego sumamos 3 a ambos miembros de la
desiguadad y obtenemos:

5x—3—=7x3 7x +2—7x (restamos 7x en ambos lados) y smplificando se obtiene

S5X—7x -33 2

—2x =3+ 33 2+ 3 (agrupamos los términos en x ,y sumamos 3 aambos lados)

-2x 35

(dividimos ambos lados de la desigualded

-2x . 5 entre —2, teniendo en cuentaque d dividir por un
_ 0 53 nUimero negativo e invierte d sentido de la
desiguadad)

finaimentexE-g

El conjunto solucion para eda desiguadad es d intervalo (-¥ ,- E]’ 0 usando la notacidn

- 5 .
conjuntiga{x: x £ - E}’ gréficamente tenemos.

® vln

I\

Ejemplo
Halar d conjunto solucién de la sguiente desigualdad doble, y represéentelo en la recta
red:

Solucién

El+2y Con € fin de diminar denominadores,

multiplicamos toda la desigualdad por 12, €
12 qu 30c15 Xgéy 10£ 121+ 2y) denominador comin de todos los
4o e 3 denominadores que aparecen en la desigual dad

12y - 9£ 20y + 4£12+ 24y (en estecaso 4y 3) , luego smplificamos.

3,.5y+1
3

La doble desigualdad considerada es equivalente a las dos desigual dades siguientes:
12y —9£ 20y + 4 y 20y +4£ 12+ 24y
12y-20y £4+9 20y —24y £12- 4
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8y £ 11 -4y £8
3 _% y3 2

Ambas desiguddades deben satifacerse para y, es decir debemos hdlar la interseccidn

entre los dos conjuntos soluciones,

Por lo tanto @ conjunto solucion es: [ - 1§1 ¥)={x: x 3 - %1}

3.2. Inecuacion cuadr atica

Llamaremos inecuacion o desiguaddad cuadrética de una variable a cuaquier expresion
de laforma
a +bx+c>0 obien
ax +bx+c<0 obien
a¢ +bx+c3 0 obien
aC+bx+Cc£0

(a* 0) donde a,y b son constantes reales.

La solucién de una desiguddad en una variable es € conjunto de todos los vaores de la
variable paralos cuaes ladesguadad es una proposicion verdadera.

Una de las formas de resolver una desiguddad de edte tipo consste en expresar la
ecuacion cuadrética en su forma factorizada y luego utilizar la regla de los sgnos para
determinar € conjunto solucion.

Enlos sguientes gemplos se estudiara este método.
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Ejemplo
Hallar los vaores de x que verifican : X6 —x—63 0
Solucién

Primero expresamos la ecuacion en la forma factorizada : (x-3).(x+2) 3 0, luego por la
regla de los signos sabemos que para que @ producto de dos factores sea > 0 (“pogitivo”),
ambos factores deben ser positivos o ambos negativos, es decir:

(x3)>0 U(x+2)>0 obien (x-3)<0 U(x+2) <0

El andiss de edtas desgualdades se comprende facilmente S 1o representamos en la recta
numérica de la Sguiente manera:

El factor (x-3) cambia de sgno a la izquierda y a la derecha de 3, para vaores mayores
que 3, d sgno de ese factor es postivo, y para vaores de x menores que 3, € signo dd factor
€s negativo.

De forma andoga d factor (x +2) cambia de Sgno a la izquierda y a la derecha de —2 ,
para valores mayores que —2, € signo de ese factor es postivo, y para vaores de X menores

gque —2, € dgno dd factor es negativo. ES0 se puede visudizar en la recta numérica de la

gguiente forma
————————————————— [+ + + 4+ + 4+ + 4+
x-3) |
3
—_ - |++++++++++++++
(x+2

-2
Luego € signo dd producto de estos cambiara a laizquierda 'y ala derechade —2y de 3
esdecir:

(x=3).(x+2) ++++++1|— ———————— I++++++++

-2 3

La desguadad (x-3).(x+2) 3 0 se satisface cuando € producto de estos dos factores
resulte mayor o igual a cero, es decir para aguellos vaores de x que pertenecen d intervao
(-¥,-2) obiend intervao [3, +¥)

Por lo tanto & conjunto solucion es: (-¥ ,-2] E [3, +¥).
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Ejemplo
Hallar los valores de x que verifican 3(x¢ + 1) < 5.(1—x)

Solucion
Eliminando paréntes's, encontramos que:
3x+3 < 5- 5x
pasando todos los términos del lado derecho a izquierdo obtenemos:

3x*+3 -5+ 5x <0

0 bien
3x*+5x —2 <0

factorizamos la expresion de laizquierda. En este Ejemplo, tenemos:
(3x-1)(x+2)<0

o bien:

3(x- %)(x+2)<0

andizamos d signo de cadafactor y € del producto en la recta numérica

1
3(X__) _________________ |+ + + + L4
3 |
13
———— ettt HFH A+
(X +2) |
-2
1 i i i S ppuepup— — 44+
(x—g).(x+2) ' a

Los vadores de x que hacen que la ecuacion sea menor que cero (negativa) son los

comprendidos entre —2 y % Es decir d conjunto solucidén para la desguddad dada es €

intervdo: (- 2, %).

3.3. Inecuacién racional

Otro tipo de inecuaciones 0 desigual dades muy usadas son las denominadas racionales.
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Llamaremos inecuacion o desiguddad raciona de una variable a cudquier expresén de

laforma

P(X)
Q)
P(X)
Q)
P(X)
Q)
m £0
Q)

>0 obien

<0 obien

3 0 ohien

(Q(X) * 0) donde P(x),y Q(x) son polinomios.
Para resolver una desigualdad de egte tipo, se expresan los polinomios Rx) y Q(x) en su
forma factorizada y luego utilizamos e méodo de la regla de los sgnos que hemos explicado

anteriormente.

Este seilustraen los siguientes gemplos:

Ejemplo
Hallar los vaores de x que verifican 2_ X4 30
X -

Solucién

En primer lugar factoreamos |os polinomios del numerador y denominador y escribimos:

1- X

- x+2)

Utilizando la regla de los sgnos sabemos que € cociente resultara positivo cuando
numerador y denominador tengan igua Sgno, es decir cuando:
1-x)>0 y (x-2).x+2)>00biencuando (1-x)<0 y (x—-2).(x+2)<0.
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El sgno de cada factor se andiza por separado y luego se obtiene @ sgno dd producto o
cociente de los factores:

t++++++ e ——

— I
(1-x) 1
( T Frt+++++++++ 444
X+2 I
-2
———————————————— P+
X—2 |
x-2) )
1-x ++++++_}. ______ T—++++_I____
(x- 2)4x +2) -2 1 2
1- x

Los vaores de x que satisfacen la desguadad propuesta 3 0, son aqudlos

(x- 2){x+2)
para los cuaes € cociente resulte mayor o igua que cero, esto es, para nuestro Ejemplo donde
e dgno de la expresion andizada es postivo (+) 0 en las raices dd polinomio del numerador
descartando aguellas que anulen & denominador.
Por lo tanto € conjunto solucion de la desigualdad dada es:
{x:x1 (-¥-2E[12]}

Ejemplo

- X 1
+

Hallar los vaores de x que verifican —;
X°-4 x-2

32

Solucion

P(x)

Q(x)

Como e puede ver la desguddad no es de la forma 3 0, por condguiente lo primero

gque hacemos es redizar algunos pasos agebraicos para expresarla de esa forma Para dlo

restamos 2 en ambos miembros'y luego redlizamos las operaciones indicadas.

- X 1 - X+X+2-2x?+8 10- 2x?
2230 > 30 > — 30 >
X7 4 x-2 (x- 2{x+2) (x- 24x+2)

_25-x2) Lo 5 2B xpE+x),
(x- 2)xx+2) (x-2){x+2)
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Andizamaos los Sgnos de cada factor y obtenemos:

2.(«/§—X) A A A At s
I
J5
(J§+x) —— thE A E A A+t
I
5
(x_2) ————————————— Pttt
I
2
(x+2) ——— e — | ftt A+
I
-2
245 x B +x) oot poom oo s i

(x- 2){x+2) 5 -2 > 5

Los intervalos para los cudes la desiguddad es mayor que cero son: (+/5, —2) y (2,45).

245 - xJ4/5 +x)
(x - 2)><(x+2)

cero, ya que éstos también son soluciones de la inecuacion dada; esto ocurre cuando X = NG

Debemos andizar también para qué vaores de x la expresion esigud a

0 bien cuando x = —+/5 . Por lo tanto & conjunto soluciones: { x:x1 [-/5, —2) E (2,45]}.

3.4. Inecuacion con valor absoluto

Ademés de las ecuaciones e inecuaciones estudiadas anteriormente exisen las que
induyen vador aoluto. Las inecuaciones s resudven utilizando la definicion de vaor
absoluto de un nimero red y las propiedades del orden en losredes vistas en laseccion |.

A continuacion andizaremos dgunos gemplos.

Ejemplo

Halar losvaores de x que verifican: [2x + 3| £ % .

Solucion
Para utilizar & concepto de distancia, primero debemos diminar & factor 2 que

multiplicaalavariable x, paradlo extraemos 2 como factor comun y obtenemos:
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|2.(x + g)| £ % , @plicando la propiedad 2) ddl valor absoluto tenemos:

12].| x + g |£ % , dividiendo por 2 a ambos lados tenemos:
3 1 -~ : ; , . . 3
| x + E| £ 2 eda Ultima desiguadad puede leerse como : “los niUmeros cuya distancia a - >

es menor o igud que 4" estos son los que pertenecen d intervalo:

, % segln e iludra

u
H

NN

¢
&
en d sguiente gréfico

-4 14 4 -5/4
4w S

-3/2

-3/2-1/4 312+ 1/4

Otra forma de resolver la desguddad dada es aplicando la definicion de vaor absoluto,

estoes|2x+3|£%

Se deben contemplar dos posibilidades: 1) s 2x+33 0 y 2)s 2x+3<0
Caso 1l
2x+33 00U x3—g

S x3% - g entonces |2x + 3 = 2x + 3 por consguiente la desguadad dada puede escribirse
como: 2x + 3 £ % la cud se resuelve como hemos visto anteriormente, @ conjunto solucién

esx £ - % pero recordemos que este conjunto es vaido solamente cuando x 3 — g por lo

tanto debemos buscar lainterseccion de estas dos condiciones, es decir
3

3 _ 3 e
2 5
"2
x£-E @
4
3 5
3 . 5 - = =
X3 —-—— UXE-—
2 4 ‘olne

Solucién 1

lainterseccion de las dos regiones es € intervao < 3 Su

& 2" 4f
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Caso 2

2x+3<0U0 x<—g

S x< - g entonces [2x + 3| = — (2x + 3) por consguiente la desgualdad dada puede
- 1 - 7 . . 7
excribirsecomo: —2x— 3 £ > U x 3 - Z’d conjunto solucion es x 3 2 pero recordemos

gue este conjunto es vdido solamente cuando X < — g por lo tanto debemos buscar la

interseccion de estas dos condiciones, es decir

!
. 4
NP .3
4 _3
2
\J
3
X<——
2
oo
7 3
4 2
x<—>uxs-1L
2 4 Solucién 2
é 7 30
Imnterseccnondelasdosregmn&eselmterveio8 o
2

Findmente la solucion buscada es la unién de las dos soluciones obtenidas en cada caso, es

decir launién delosintervaos:

<e S,

¢ 7 36:¢3 5u
§27 25 82720 _7 3 5
4 > 2
Solucion 1 E Solucion 2 & Z Su
g 4" 4
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Ejemplo
Hdlar los vaores de x que verifican: |3x + 1| £ 2. [x — 6|

Solucion

Edta desguadad es dificil de resolver utilizando la definicion de vdor absoluto (en este
cas0 e deberian digtinguir cuatro casos), aqui resulta conveniente utilizar las propiedades 6) y
7) y de este modo:

I3x + 1| £ 2.|x —6| U Bx+1F £ (2. |x —6])?
(3x +1)% £ 4.(x —6)?

O +6x+1£ 4% —48x + 144

5x? + 54x — 143 £ 0

(5x — 11).(x + 13) £0

o o O o

eda Ultima es una desiguddad cuadrédtica la cud se resudve andizando € signo de cada

factor, tal como se estudi6 anteriormente. La solucion esd intervalo: % 13,%1§
Ejemplo
Halar losvaores de x que verifican: |2 + > >1

X

Solucion

Ladesguadad puede reescribirse de la siguiente manera:

2+E >1 U 2X+5 >1

X X

0 w>1
[X]

U [2x+9>[x] Sxt0
0] |2x+5|2>|x|2 Sxt0
U (2x+5fF >(x)* Sxt0
U 4x>+20x+25>x> Six' 0
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U 3x2+20x+25>0 Sx'0

U 3(x+5)>$<+§g>0 Sxt0
e 3o
eda Ultima es una desiguadad cuadrdtica la cud s resudve andizando € dgno de cada

factor, tal como se estudid anteriormente. La solucién esd intervao:

(¥-5)EE 2 0% (0¥)
e 3 g




