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2.1.5 Teoremas sobre derivadas

Aunque dada la ecuacién de una funcién es posible obtener su respectiva funcién derivada utilizando la definicién,
para algunas funciones este procedimiento resulta sumamente tedioso. Surge entonces la necesidad de simplificar
este proceso, lo cual puede lograrse al estudiar los teoremas sobre derivadas.

Il Teorema 1

La derivada de una funcién constante es cero.

Prueba:
Ejercicio para el estudiante.

Il Ejemplo 1

1. Si f(z) = 8 entonces f'(z) = 0.

2. Si f(z) = 5v/2 entonces f'(z) = 0.

3. Si f(x) = 5+4\/§ entonces f'(z) = 0.

Il Teorema 2

Si f(x) =« entonces f es derivable sobre R y Dy f(z) = Dyz =1.

Prueba:
Ejercicio para el estudiante.

Il Ejemplo 2
1. Dyy =1
2. D,n =1

3. Dyt =1
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Il Teorema 3

Si f(xz) =2™ conn € Q y x pertenece al conjunto A en el que z™

en A y Dya™ = na L

Prueba:
Al final del capitulo.

Il Ejemplo 3

1. Si f(x) = 2% entonces f'(z) = 222! = 221 = 2u.

2. Si f(z) = 2° entonces f’(z) = 52°~! = 5z,
3. D, (:L"3) =331 =_3;74

4. Dy (&) = Dya™ = —ba~C.

Il Teorema 4

esta bien definida, entonces f es derivable

Si la funcién f es derivable sobre un intervalo K y ¢ es un numero real, entonces la funcién g para la que

g(x) = ¢ f(x) es derivable sobre K, ademds D.[c f(x)] = ¢ D, f(x).

Prueba:

Ejercicio para el estudiante utilizando la definiciéon de derivada de una funcién.

Este teorema afirma que la derivada del producto de una constante por una funcién derivable, es igual al pro-

ducto de la constante por la derivada de la funcion.

Il Ejemplo 4

—_
—~

. Si f(z) = 5z entonces f'(x) =5 D,z =5-1=5.

2. Si f(xr) = —22% entonces f'(z) = —2 D,a® = —2(32?) = —62°%.

2 2 1 1
:7D:E = = — = .
ﬁ) YTTaE T T

— - 1
4. D, ( 537_3) 0 g 1

4 4ot
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Il Teorema 5

Si f y ¢ son dos funciones derivables sobre un intervalo K, entonces la funcion h = f + ¢ es derivable sobre
K y ademéds D.[f(x) + g(z)] = D.f(x) + Dyg(x), para xz € K.

Prueba:
Al final del capitulo.

Se tiene entonces que la derivada de una suma de dos funciones es igual a la suma de las derivadas de cada una
de las funciones.
También:
Dy[fi(2) + f2(z) + fs(x) + ... + fu(@)] = Dufi(2) + Dg fo(2) + Do f3(2) + ... + Dy fu()
donde f1, fa,..., fn son funciones derivables sobre un intervalo K.
Il Ejemplo 5
1. Dy[23 + 27 = Dya® + Dya” = 322 + 7aS.

7 1
2. DI[2x% +a7 1= DIQx% + Dyl = 2Dwx% + Dz =2 5:10% —x 2 =TVad — —-
x

. . 1 - 1
3. D[z + 223 + ba] = Dyad + D22 + Dybr = a5 +2-32% +5-1= —— + 622 + 5.
3 332

Si f y g son funciones derivables sobre un intervalo K entonces la funcién f — g es derivable sobre K, y
ademds para cualquier x € K se tiene que D,[f(z) — g(z)] = Dy f(z) — Dyg(x).

Il Ejemplo 6

1. D,[522 — 5] = D,52% — D5 = 10z — 0 = 10z.

3 2 1
2. D, [ 5+ \/E} =Dy[3a ' =222 +27) =322 +4a 3 + ix—%

T
Il Teorema 6

Si f y g son funciones derivables sobre un intervalo K entonces la funcion H = f - g es derivable sobre K, y
ademds para cualquier x € K se tiene que D, [f(z) - g(z)] = f(x)Dyg(x) + g(x)D,f(x).

Prueba:

Al final del capitulo.

Puede decirse que la derivada del producto de dos funciones, es igual al producto de la primera funcién por la
derivada de la segunda, mas el producto de la segunda funcién por la derivada de la primera.

Il Ejemplo 7
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1. D [x(222 + 2)] = J2D,(22% + x) + (222 + 2) D, Yz = Yr(dr + 1) + (222 + x)%

2. D,[(42® — 52% 4+ 6) (/7 + 22)] = (42® — 52* + 6) D, (VT + 27) + (Vx + 22) D, (42> — 52 + 6) =

(42° — 52% + 6) (2\1/5 + 2> + (V& + 22)(122% — 10z + 0).

3. D,[(ax® — ba® + ¢) (5273 + kx)], con a, b, ¢, k constantes.
= (az® — bx* + ¢)D, (5272 + kx) + (527> + ka) D, (az® — ba* + ¢)

= (ax3 — bz? + ¢)(=1527* + k) + (5273 + kx)(3ax? — 2bx).

Il Teorema 7

es derivable

)

Si f y g son dos funciones derivables y si g(x) # 0 sobre un intervalo K entonces la funcién h =

f(x)> _ 9@)Duf(x) ~ [(@)D,
9() g@)?

!
g
(z

sobre K, y ademds para cualquier x € K y se tiene que D, (

Prueba:
Al final del capitulo.

Puede decirse que la derivada del cociente de dos funciones es igual al denominador multiplicado por la derivada
del numerador, menos el numerador multiplicado por la derivada del denominador, todo dividido por el cuadrado
del denominador.

Il Ejemplo 8

5r2 —x +1
1. D, (22 T2
( x3 4 422 )
(23 4+ 42?)D, (522 — v + 1) — (52? — 2 + 1) D, (23 + 422)
[#3 + 422]?

(23 +42?)(10z — 1 + 0) — (52? — z + 1)(32* + 8x)
[x3 + 422]?

10z* — 23 4+ 4023 — 422 — 152* — 4023 + 323 + 822 — 322 — 8z
[x3 + 422]?

—5xt + 223 + 2% — 82
= P conz #0, x# —4
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2. Dx(ﬁ+5>

422 +2

(422 4+ 2)D (v +5) — (v/* + 5) D, (42% + 2)
[4z2 4 2)2

(422 + 2) (ﬁ) — (V& +5)(8z)
[422 + 22

222 +1—/z-8x(y/xT+5)
N Va(da? +2)2

222 +1—8x(x + 5/x)
B Vo (4z? + 2)?

~1—62% — 40z\/x
 Vo(4x2 4 2)2

conz >0

9 (Yz—2)-2—2z(ka™
8. 0 (3255) <w—w( )
72\3/5—4—%$%
T
6z —12-2¢a
S 3 —2)?

49T — 12
=3 _2° con x # 8

2.1.6  Derivada de una funcién compuesta (Regla de la cadena)

3w = 52% + 8 entonces puede escribirse “y” como y = (522 + 8)3.

Si consideramos las ecuaciones y = u
En igual forma, si y = \/u, u = 422 + 5z + 2 entonces puede expresarse “y” como y = v/422 + 5z + 2.
En general, si y = f(u), u = g(x) entonces y = f(g(x)).

Las ecuaciones anteriores dan en forma explicita las siguientes funciones:

f=Awy)/y=fu)}

9=A{(z,u)/ u=yg(x)}

h={(z,y)/ y= flg9(x))}
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La funcién h para la cual h = f(g(z)) recibe el nombre de funcién compuesta y se escribe h = (fog)(x) =

f(g(x)).

Observe que los elementos del dominio de & son los 2 que pertenecen al dominio de la funcién g, tales que g(x)
pertenezca al dominio de f.

Tlustraremos lo anterior con el siguiente diagrama:

h=fog

Figura 2.11: Dominio de una funcién compuesta

Otros ejemplos de funciones compuestas son:

1. h(z) = V/6x —4 = f(g9(x)) donde f(z) = ¥z y g(x) =6z —4

2. h(z) = 3"t = f(g(z)) donde f(z) =e* y g(x) =322 +1

Determinaremos ahora la derivada de una funcién compuesta.
Il Teorema 1

Si la funcién g = {(z,y)/ y = g(x)} es derivable sobre un intervalo Sy y si la funcién f = {(u,y)/ v = f(u)}
es derivable sobre un intervalo Sy tal que Sz = {g(z)/ = € S2}, entonces la funcién compuesta

f(9) ={(z,y)/ y = F(g(x))} es derivable sobre S1 y Dx[f(g(x))] = f'(g9(x)) - ¢'(x), paraz € 5.
Esta férmula recibe el nombre de Regla de la Cadena.

Demostracion:
Al final del capitulo.

Il Ejemplo 1

1. Dy[f(322 +1)] = f'(322 +1)- D,(322 + 1) = f' (322 + 1) - 62

1
9/T

conzx >0

2. Di[f(Va)l = f' (V) -
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Corolario:

Si la funcién g = {(z,u)/ u = g(x)} es derivable sobre un mtervalo Sy ysi[g(2)]P vy [g(z)]P~! estdn definidas
para z € Sy con So C S, (p € Q), entonces la funcién g* = {(z,y)/ y = [g(z)]’} es derivable sobre Sy y
ademds D,[g(x)?] = p(g(x))P~! - D,g(z), para z € Ss.

Este teorema es una aplicacion inmediata de la regla de la cadena en la forma D,y = D,y - D,u con
Y= Up, u = g(x) y Duy =p- upfl.

Il Ejemplo 2

1. D.(5z + 3)*
En este caso u = 5z + 3 por lo que
Dy[(5z + 3)]
= 4(5z + 3)3 - D, (5 + 3)
=4(5x +3)3-5

=20(5z + 3)°

2. D,[(3z* + 52% + 4)7?]
—2(3z* + 522 +4)73 - D, (3z* + 522 + 4)

—2(3z* + 522 +4)73 - (1223 + 10z)

3. D V522 +4
= D,(52% +4)2

(522 +4)7 - (10z + 0)

l\.’)M—l

5x
5x2 + 4

4. Dy v6xt + 722
= D, (6z" + 7a?)7

(62 + T22) T - (242° + 147)

pM»—‘
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1223 + Tz

2{/(6z* + 722)

5. Dy b5z + V622 + 1

1 ( 122 >
= . 5+7
2v/5x + 622 + 1 2v622% + 1

1 5v622 4+ 1 + 6z
2v/5x + /622 + 1 V622 +1
Ejercicios:

Determine la derivada de las funciones con ecuaciones:

2w s/522 +1
1) f(z) = 62> + T 2) f(z)= "

flx+h)

flx)

Figura 2.12: Gréfica de f(z) y la recta tangente
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2.1.8 Derivadas de orden superior

Si f es una funcién diferenciable, es posible considerar su funcién derivada como:

f"={(z,y)/ y= D, f(x)} para z en el dominio M de f.

fle+h) = f(x)
h
funcién f que se denota por f”(x) o D2f(x), que equivale a D,[D,f(z)]. O sea, la segunda derivada de la

funciéon f se obtiene derivando la primera derivada de la funcién.

Si para algunos valores x € M existe el %ir% se dice que existe la segunda derivada de la

Il Ejemplo 1
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1. Si f(z) = 523 + 622 — 5z + 1 entonces:
f'(x)=1522 +122 -5 y

f(x) = 30z + 12

2. Sig(x) = v ~t_—3a: entonces:
, x—1)2z +3) — (22 + 3z 22 —2r -3 .
g'(x) = ( I (;_)1)2( + 32) = e y derivando nuevamente
y r—1)2(22 —2) — (2% — 22 — 3)2(z — 1
g(x):( )~ ( )(x(1)4 )2(x — 1)
_ (x —1)[(z — 1)(2x — 2) — (2% — 22 — 3)]
(z —1)*
Por tanto ¢"(z) = ﬁ

[APee))

33

Similarmente podemos decir que la derivada de D2 f(z) respecto a “z” es la tercera derivada de f respecto a

“z” que se denota D3 f(z) o f"'(z).

La derivada de la tercera derivada es la cuarta derivada D2 f(z) y asf podrfamos continuar sucesivamente hasta
la enésima derivada de f que se denota por D? f(x) o f(")(z). Generalmente se habla del orden de la derivada;
asi la primera derivada es la derivada de primer orden, la segunda es la de segundo orden, la enésima derivada

es la derivada de orden n.

Il Ejemplo 2

1. Determinar g”(x) si g(x) = Va2 + 2z + 3, donde D, = R.
Solucién:

Obtenemos primero ¢'(x)

, rz+1
g(@) =
vt +2x+3
Luego:
1/.1-2_1_2334_3_(x_|_1)&
g"(x) = CESTERE H2E3 ¢ g6 tiene que:
¢+ 2r +
2
9" (z) =

(22 4+ 2z +3)Va? 4+ 2z + 3

2. Determinar f(z) si f(z) = 225 — 425 +

Solucion:
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Se tiene que:

2 8 -
() = gxfg — gmg +1
—4 -5 24 _s
1 3 -
fria) = a4 2

Por dltimo:

20 == 192 _—is
" _ .3 _ 5
Fh@) =570 125"

3. Si y = /x determinar D7y.

En este caso debemos dar una forma general para la derivada de orden n, partiendo de las regularidades
que se presentan en las primeras derivadas que calculemos.

Asi:
’ 1 =
=—x
Y73
wo b1 ez
4 22
3 =s 3 —@s3-1
"o =
TR T
i  —15 =7 —15 —(a-1»
Yy =- = o4
16 2
» 105 —o 105 -—cs-1)
y = —_— = — 2
32 25
~1)"*t1.3.5-7-...-(2n—3) —cn-
y”:( ) on (2n )1: = paran > 2.
Ejercicios.
1

1. Obtener Djjw siw =

14 2u’

Una aplicacién de la segunda derivada

Anteriormente hemos estudiado que si s = s(¢t) nos indica la distancia de una particula al origen en un tiempo
t, entonces Dys(t) es la velocidad en el tiempo ¢.

Al calcular la derivada de la velocidad respecto al tiempo, es decir, al calcular D;v(t) se obtiene la aceleracién
instantdnea en el tiempo . Si denotamos esta aceleracién por a(t) se tiene que a(t) = D?s(t), es decir, la
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aceleracion es la segunda derivada de la distancia respecto al tiempo.

Il Ejemplo 3

32 . . . . . .
i con t > 0, la ecuacién que determina la distancia en el tiempo ¢ (en segundos) de una particula
al origen en un movimiento rectilineo. Determinar el tiempo, la distancia, y la velocidad en cada instante en
que la aceleracién es nula.

Sea s =

Solucién:
) 32 . )
Si s = ——— entonces la velocidad v esta dada por:
12+ ¢2
—64t 192t2 — 768 oy

o(t) = =v'(t)

E = §'(t) y la aceleracién es a =

(12 + 2 (12 +¢2)3

Averiguemos el tiempo en que la aceleracion se hace cero:
at) =0 <= 192> — 768 =0 < t? =4 < t=2

-1
Luego, la distancia recorrida cuando t = 2 es s = 2 metros y la velocidad en t =2 es v = 7m/seg.

Il Ejemplo 4

Siy = f(x) es la ecuacién de una curva, se sabe que f’(z) determina la pendiente de la recta tangente a la
grafica de f en un punto (z,y).

Se tiene que D2y es la razén de cambio de la pendiente de la recta tangente respecto a . Més adelante
utilizaremos la segunda derivada de una funcién para determinar los extremos relativos de una funcién y para
determinar la concavidad de la gréafica de una funcion.

Il Ejemplo 5

1. Determinar la pendiente de la recta tangente en cada punto de la grafica de la curva con ecuacién
y = x* + 2% — 322, en los que la razén de cambio de la pendiente es cero.

Solucién:
Se tiene que y' = 4> + 322 — 62 da la pendiente de la recta tangente a la curva.
Ademss ' = 122% 4 62 — 6 determina la razén de cambio de la pendiente.

Debemos averiguar los valores de x en los que esta razén de cambio es cero;

1
Entonces " =0 < 62z —1)(z+1) =0 < z = 56:10:1
1 . , 1 6 . / .
Luego, cuando = = 3 la pendiente es y' = 12 1 + 5~ 6 =0 y cuando x = —1 la pendiente 3y’ también

€S cero.
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2. Determinar la razén de cambio de la pendiente en (3,27) para la curva con ecuacién y = (2x — 3)3.

Solucién:
La razén de cambio de la pendiente estd dada por la segunda derivada de la funcién, asi:
D2y = D, (D,y) = D.[6(2z — 3)?] = 12(2z — 3) - 2 = 24(2z — 3)

En el punto con coordenadas (3,27) la razén de cambio de la pendiente es:
24(2-3—-3)=24(6 —3) =72

Luego D%y = 72 en (3,27).

2.1.9 Derivada de la funcién logaritmica

Vamos a estudiar la derivada de la funcién f definida por f(z) = log,z, donde z € RT y a € Rt tal que
0<a<léa>1

Il Teorema 1

Sia>0y a#1, ysi >0, entonces la funcién log, = {(z,y)/ y = log, x, = €]0,+00[} es derivable sobre su
1

dominio 10, 4+oc0[y D,log,z = —log,e, x > 0.
x

Demostracién:
Al final del capitulo.

Il Ejemplo 1

1
1. Dylogyx = —logye
x

1
2. Dylogix = —logie
2 €T 2

Il Teorema 2

Seaa > 0ya#1, silafuncién g = {(x,u)/ u = g(z)} es derivabley g(x) # 0 sobre un conjunto M, entonces la

(log, e)Dyu, x € M

1
funcién F' definida por F(z) = log, |g(x)|, x € M, es derivable sobre M y D, log, |u| = F(z) = log, |u| = —
u

Demostracién:
Al final del capitulo.

Il Ejemplo 2

1
1. D, logy(52% 4+ 1) = 2l log; e(10z) = ———
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1
2. DI10g2\/5:ﬁ 10g26'ﬁ: 9 5 >0
z+1
3. D, 1 —_
0g5<x2+3)
1 2+ 3
= - logse- —————— - (2? +3)°
2t T 11— (x4 1)(22)

I R e S TN
Tt )@ty B©

En particular si la base de los logaritmos es e entonces el log, x se denota por Inzx, y:

1 1 1
1. Dylnz=— log,e=—-1=—, esdecir D, lnm:%
T T T

2. Si g(z) es una funcién derivable con g(x) # 0 entonces:

1
D, In|g(x)| = —D,(g(x
lg(2)] e (9(x))
Il Ejemplo 3
1 1 1
1. D,1 =—D, =—.5==
n5zx s (5x) E 5 .
1
2. D,In(vVe+1+2)= —D, (Vx+1+z
(v i =S e )
! ( ! +1) _
= . ,33 — 1.
Ve+l4+z \2vz+1
1 21
3. Dmln2x:Dgg[lnx]2 =2[lnz]-Dy,Inz=2Inz-—= ne
x x
4. D,In*(2® 4+ 5) = D,[In(2® + 5)]*
_ 2 3
= 4[In(z” + 5)] 'm(%)
:8x-ln23(m2—|—5) s ER.
¢ +5
3 —12x -1 -1
. D,l 1) — 4] = = = .
5 Dalln@Be +1) —da] = 577 3110 U7 3

o2 (5 )

=D, (2[In(z +1)] ")

1
r+1

= 2[ln(z+1)]72-
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B 9
(4 1)In*(z + 1)

Ejercicios.

1. Siln50 = 3.912 calcule, utilizando diferenciales, un valor aproximado a tres decimales de In(50.4).

2.1.10 Derivada de la funcion exponencial

La funcién exponencial de base a, con ¢ >0 y a # 1, tiene como dominio R y como dmbito ]0, +oo].
En el teorema siguiente se dard la derivada de la funcién exponencial.

Il Teorema 1

D a* =a*Ina

Prueba: Al final del capitulo.
Il Ejemplo 1
1. D,2% =2%1n2

2. D4% =4%In4

3. D, 1 = 1 1111:_1r12
2 2 2 22
3\" 3\", 3

Observe que si la base de la funcién exponencial es e, entonces D e* = e Ine = e* -1 de donde D e* = e”.

Il Teorema 2

Sia>0, con a#1, ysi g={(x,y)/ y = g(x)} es derivable sobre M entonces la funcién compuesta
f(z) = a?® es derivable sobre M y D,a?®) = a9*) Ina D,g(z), para = € M.

Prueba:
Ejercicio al estudiante.

Igual que el caso anterior, si la base de la funcién exponencial es e, entonces Dyed®) = 9@ Ine D, g(x) de
donde D, e9*) = 9 D g(x).
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Il Ejemplo 2

1. D,25" = D2 . D5z = 2°7(In2) - 5 = 5(2°* In 2)

[\

. D,3@ D = p 36"+ . D (22 4 z) = 3" (In 3) (22 + 1)

1 47 In 4
3. DAVE = 4VTIn4 . — =
: "oz T oz

4. Dge® = e>* D, (22) = 22

5. D,e5"tl = 5edrtl

Ejercicios.

I Determine la derivada de cada una de la funciones siguientes:

1. f(z) = a?nr 4
2. g(z) =3 e’

43

3. h(t) = ——

0= o
2—-5¢"
4. =ln|{ ——
h(x) n<2+5e3$)

5. fla) = (w2 - e—wg) In(1+27%)

II 1. Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva con ecuacién y = 3 e~2% tal que sea paralela
a la recta con ecuacion x + y = 2.

. . - 1
2. Determinar la ecuacion de la recta tangente trazada a la curva con ecuaciéon y = e2® en el punto de
su intersecién con el eje Y.

3. La dependencia entre la cantidad = de sustancia obtenida en cierta reaccién quimica y el tiempo ¢
de reaccién se expresa por la ecuacion z = A(1 — e~*). Determinar la velocidad de reaccién.

2.1.11 Derivadas de la funciones trigonométricas

A continuacion se presentan las derivadas de las funciones trigonométricas: seno, coseno, tangente, cotangente,
secante y cosecante.

1. D,senx = cosx

Prueba: Al final del capitulo.
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Utilizando esta como guia, junto con el teorema sobre derivada de un cociente de funciones, se pueden
realizar las respectivas demostraciones sobre las derivadas de las funciones trigonométricas.

En general, aplicando la regla de la cadena para funciones compuestas, se cumple que D.[seng(z)] =
cos g(z) - Dyg(x).

Il Ejemplo 1

a. D,[sen6x] = cos6x - D,6x = 6 cos6x

cos /x
b. Dysen </z = cos vz - Dy J/x =
3v/ a2

D, [sen e®] = cose®® - Dye*® = cose?® - et . 4 = 4¢47 cos et”

& o

D, (sen*z) = D,[(senx)*] = 4(senx)? - cosz = 4sen® x cosx

Ejercicios.

Determine la primera derivada de cada una de las funciones con ecuaciones:

a. f(x) = sen(5a® — 222 + 4)

b. g(x) = sen (1?2)

2. Dycosz = —senx
Prueba: Ejercicio para el estudiante.

En general, si u = g(z) aplicando la regla de la cadena se tiene que D, [cosu] = —senwu - D,

Il Ejemplo 2

a. Dy[cos(8x3)] = —sen(8z3 - D, (823) = —2422 sen(8z?))
b. D, <COS (i) =D, lcos(3e ") =—sen(3e ) (3e - —1)=3e " sen(3 e ")

c¢. D(cos® x) = D,[(cosz)3] = 3(cosz)?(—senx) = —3 cos® x senx

Ejercicios.

Determine f/(z) si:

a. f(z) = cos Va2



Derivadas de la funciones trigonométricas 41

X

b. f(x) = cos <3x+1>

2n+1
2

c. f(x)=+/cosz, x € }mr,
d. f(x) =4 cos3”

7T|:, nez

3. Dytanz = sec’z, con x# (2n+1) 5, ne”Z
Prueba: Ejercicio para el estudiante.

En general, su u = g(x) entonces aplicando la regla de la cadena se obtiene que D, tanu = sec? u - Du.

Il Ejemplo 3
2 2 2 2 —2 —2 2
a. D, tan <> = sec? (> - D, (> = sec? (> . ( > =— sec? <), x#£0
x x x x x x x
P 1
b. D, tan(ln z) = sec*(In 2)D,In x = M, x>0
x
c. Dyvtanx = 1 sec’ x = ﬂ
o 2¢/tanzx 2¢/tanz
Ejercicios.
Determine f/(z) si
a. f(x) =etn®
b. f(x) = Vtan 2z
c. f(z)=tan3(22)
9 0
4. Dycotx] = —csc”x, x # 5 nE Z
Prueba: Ejercicio para el estudiante.
Siu = f(x), aplicando la derivada para la composicién de funciones se obtiene que D, (cot u) = — csc? u D, u.

Il Ejemplo 4

a. Dy(cot5x) = —csc? bx -5 = —5 csc? b
b. D, (cot®5z) = D,[(cot 52)] = 3(cot 5x)* - —csc? bx -5

2 —2(—csc? z)  2csc? x
c. D, = =
cotx (cot )2 (cot x)?
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Ejercicios.

Determine f'(x) si

5. D,(secx) =secx tanz, x#(?n—i—l)g, nez

Prueba: Ejercicio para el estudiante.

Si u = g(x), aplicando la regla de la cadena se obtiene que D, (secu) = secu tanu Dyu.

Il Ejemplo 5

a. Dg[sec(22%)] = sec(22?) tan(22%)D,(22%) = 4z sec(2z?) tan(2z?)

b. D, (e*¢") = e*°® secx tanx
2 2 2 2 -2 2 2
c. D, sec () = sec () tan () D, () = —5 sec () tan () x#0
T T x T T T T
Ejercicios.

Determine f'(x) si

a. f(x)=sec <2x4)

T

b. f(x) =secvz2+1

3z
e f(z) = sec 4z
6. Dylescx] = —cscx cotz, x #nm, n€ Z.

Prueba: Ejercicio para el estudiante

Si u = g(x), aplicando la regla de la cadena se obtiene que D, (cscu) = —cscu cotu Dyu.
Il Ejemplo 6
a. Dglesc(2 4 %)) = —cse(2 + 22) cot(2 + 22) Dy(2 4+ %) = —2x csc(2 + 22) cot(2 + 2?)
b. D_[csc(2%)] = —csc2” cot 2% D,2% = —csc2” cot2” In 2= —2x In 2 csc2” cot 2”
c. Dyln (cscz) = - (—cscx cotx) = —cotx

CSCx



62 Capitulo 2: Derivadas

2.1.15 Funciones implicitas y su derivada

Al considerar la funcién con ecuacién f(x) = 3z* — 522 + 1, es posible determinar f/(x) con los teoremas enun-
ciados anteriormente, ya que f es una funcién dada implicitamente en términos de la variable independiente x.

Sin embargo, existen funciones que no estan definidas en forma explicita, ejemplos de las cuales son las siguientes:
322y? — bay + o =5, 2% —z=>5xy? —yt

[199%))

Estas ecuaciones no pueden ser resueltas explicitamente para “y” en términos de “x”. Se dice que la funcién f
estd definida implicitamente por las ecuaciones:

32%[f(2)]* = 5z[f(z)]> +2 =5 y 2? —x =5z[f(z)]? — [f(x)]*, respectivamente.
Note que ambas expresiones son de la forma general f(z,y) = 0.
Interesa ahora determinar la derivada de una funciéon dada en forma implicita.

Consideremos cada una de las ecuaciones anteriores:

a. 32%[f(2)]* = 5z[f(2)]® + = =5

Observe que 322[f(z)]? involucra un producto de funciones y que para derivar [f(z)]? se debe utilizar la
regla de la cadena.

Se tiene entonces derivando:
322 - 2[f(x)] - Dy f(x) + 62 [f(2)]* = [52 - 3[f(2)]* - Do f(2) +5[f(x)])] +1=0
622 f(x) - Dy f () + 62(f (x)]* — 152[f(2)]* - Do f(x) = 5[f(x)]* +1 =10

Despejando D, f(x) se tiene que:

5(f ()] — 6x[f (=) — 1

D, f(xz) = 622 f(x) — 152[f(x)]?

Sustituyendo “y” por f(x) se obtiene:

593 — 6xy? — 1

Dy =
4 622y — 15112
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b. 22 —x = 5z[f(x)]? — [f(z)]* derivando
20— 1= 52 2/(2) - Do f(2) + 51/ @) — AL () - Daf(z)
20— 1 = 102f(2) - Dy f(x) + 5[ () — AL )P Daf(a)

2z — 1= 5[f(2)]* = (102 f(z) — 4[f(2)]°) - Do f(2)

, _ 233_1—5[‘]6(3))]2
de donde f (l') T 10z f(x) — 4[f(x)]3

y sustituyendo y = f(x) se tiene:
2 — 1 — 5y
DIy = yl = 7?{%
102y — 4y

El proceso realizado en estos dos ejemplos recibe el nombre de derivacién implicita, y puede ser utilizado
unicamente bajo el supuesto de que la ecuacion dada especifica una funcién. En caso de que no sea asi, aunque
se realicen las operaciones, el resultado carece de sentido.

Por ejemplo, la ecuacién 22 +y% +9 = 0 no puede ser satisfecha por ningtin valor real de “z” y “y”. Al realizar

—x
el procedimiento anterior se obtiene que 2z 4+ 2y - D,y +0 =0 de donde D,y = —, férmula que parece tener

[{P %)) Wy

significado para “z” y “y” siempre que y # 0, aunque de hecho no puede existir derivada ya que la ecuacién
dada no especifica ninguna funcion f.

La derivacién implicita determina una férmula para D, f(x), que es vélida para toda funcién derivable f tal
que f(x) esté definida implicitamente por una ecuacién dada.

Il Ejemplo 1

1. Suponiendo que existe una funcién derivable f tal que f(z) estd definida implicitamente por la ecuacién
3 + 3 — 322 4+ 3y% =0, calcular D,y.

Solucién:

Derivando implicitamente se obtiene:
322 +3y? - Dyy — 62 +6y-Dyy =0
(3y? 4 6y) - Dyy = 62 — 322

6x — 3x2 72z7x2

D = =
4 32+ 6y  y24 2

Note que hemos trabajado como si y = f(x).

2. En cada caso determinar una ecuacién para la recta tangente y una ecuacién para la recta normal a la
grafica de la ecuacién dada en el punto P. Graficar la curva, la recta tangente y la recta normal.
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a. 22 +y* —4dx + 6y — 24 =0, P(1,3).

b. y* = 4ax; P(a,2a), a > 0.
Solucién:

a. Primero obtenemos D,y que nos da la pendiente de la recta tangente: 2x+2y-D,y—4+6-D,y—0 =0

T
de donde D,y =
W3

1
Evaluando D,y en P(1,3) se tiene que m; = 5

1 17
Luego y = —x +b. Sustituyendo (1,3) se obtiene que b = — por lo que la ecuacién de la recta

6 6
; ; 1 n 17
angente es y = —x + —.
g Y 6 6
La pendiente de la recta normal es my = —6 de donde la ecuacién de esta recta es: y = —6x + by;

sustituyendo nuevamente en (1,3) se obtiene que b; = 9.
La ecuacién de la recta normal es: y = —6x + 9.

La ecuacién 2 +y? — 4z + 6y — 24 = 0 puede escribirse como (z —2)2 + (y+3)? = 36 que representa
la ecuacién de una circunferencia con centro en (2, —3) y radio 6.

La representacion grafica de la curva y las rectas es la siguiente:

y

normal

tangente

Figura 2.28: Gréfica de 22 +y? — 42 +6y —24=0

2
b. Dada la ecuacién 32 = 4ax obtenemos D,y. como 2y - D,y = 4a entonces D,y = “a
. 2a
Evaluando en P(a,2a) se tiene que D,y = % = 1.
a

Luego, la pendiente de la recta tangente es mr = 1 y la ecuacién es y = z+b. Sustituyendo (a,2a) en
esta ecuacién se obtiene que b = a por lo que finalmente la ecuacién de la recta tangente es y = z+a.
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La pendiente de la recta normal es my = —1 y la respectiva ecuacién es: y = —x +b. Sustituyendo
(z,y) por (a,2a) se obtiene que b = 3a por lo que la ecuacién de la recta normal es y = —x + 3a.

La representacion grafica de la curva, las recta tangente y de la recta normal es la siguiente:

y

Normal A

\ Tangente
3

2a {3 4

/;\H

Figura 2.29: Gréfica de y? = 4ax

Ejercicios.

1. Probar que las rectas tangentes en el origen a las curvas con ecuaciones 4y — z2y — x + 5y = 0,
x* — 4y + 52 + y = 0, son perpendiculares entre si.

2. En cada caso:

w,

a. Determinar D,y en términos de “x” y “y” utilizando la derivacién implicita.

(39

b. Despejar “y” en términos de “x” y demostrar que cada solucién y su derivada satisfacen la ecuacion
obtenida en a.

iz?2—-22y=5
L2 2 2
1 x3 +y3 = a3, a constante.

ili 222 —3zy —4y°> =5

3. Determinar la ecuacién de la recta normal a la curva con ecuacién  — y = \/x + y en el punto (3,1).

Derivada de segundo orden para una funcién dada en forma implicita

Especificaremos en los ejemplos siguientes el procedimiento que se sigue para determinar D2y.

Il Ejemplo 2
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3

Sea la ecuacién x® — 2y + y® = 0, obtenemos primero D,y en la forma siguiente:

322 — (z- Doy +y) +3y? - Dy =0

— 322
de donde D,y = ¥ °C
3y —x

a2
ahora D2y = D,(D,y) = D, (y 5 >

3y2 —=x
D2y — 3Y° = 2)(Day — 62) — (y — 32%)(6yDyy — 1)
W (32 — )2

se sustituye D,y, v se obtiene:

2 2
(8 — @) (4522 — 62) — (y — 32%) (6y - 22 — 1)
(37— 2)?

Dy =
Simplificando:

D2y — 22y (27xy — 27(2% + y®) — 2)
o (8% — )

—4xy
D2y = "7

pero de la ecuacién original 2% 443 = 2y por lo que: 27Tzxy—27ry—2 = —2,

Il Ejemplo 3
Determinar D2y si ax? + 2xy + by? = 1
Primero calculamos D,y

2ax +2x - Dyy+2y+2by - D,y =0

—2ax —2y —ar—y

D,y = -
Y 22 4 2by x+ by
Luego:
—ax —vy

D2y = Dy(Dyy) = Dy | —2—Y

2y (Dy) < P )
D2y — (x +by)(—a — Dyy) — (—az —y)(1L + b- Dyy)

* (x4 by)?
D2y = (abx — x)Dyy — aby +y

ExmE

b—1)(z- Dy —
D2y = (a ()(j_ - )2y v) sustituyendo D,y se tiene:
€ Y

D2 _ (ab — 1) (!E 7Iafbiyy _ y)

2= >

(x4 by)

D2y — —(ab — 1)(ax? + 22y + by?)

* (x + by)?

—(ab—1)(1 1—ab

Dy = (a ) _ - 5 Dues az® + 2zy 4+ by® =1 en la ecuacion original.

’ (+by)* — (z+by)



