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1.3. BREVE REPASO DE TRIGONOMETRIA.

Las funciones trigonométricas nos permiten el estudio de muchos fenébmenos de la
naturaleza que son periédicos.

A,

Cuando un &ngulo ¢ se sitia en posicion normal

en el centro de un circulo de radio r, las funciones
P(x.¥) Trigonométricas del angulo ¢ estan definidas como

sigue:

Y X

6 X y
of = > wn(p)=t Cos(g)="  Tan(¢)=2
Csc(g) == Sec(g)=— Cot(g) =2
y X y

Como complemento puede decirse que para las funciones trigonométricas se tienen las
siguientes relaciones:

Sen(¢)
Cos(¢)

1
Cos(¢)

1

Cot(¢) = Tan(9)

Sec(¢) =

Tan(g) =

A partir de las definiciones anteriores y teniendo en cuenta el circulo unitario centrado en
el origen se pueden establecer los siguientes valores de referencia:

Funcion 0 % % % %
Cos(6) \/7"4:1 \/_% \/_24 \/_%:}/2 \/_04:0
Sen(8) \/_oézo \/_%:}/2 \/_24 \/_% \/_44:1
Tan(6) 0 /\/TB 1 J3 Indeterminado

Aplicando el teorema de Pitagoras al circulo unitario definido en la figura anterior:
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X2+y2 :1

que es lo mismo que escribir su equivalente
Sen?(¢)+Cos?(¢) =1
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También es posible expresar las coordenadas del punto p( X,y ) en términos del radio
del circulo y del angulo al centro, asi:

x=r Cos(¢) y=r Sen(g)
Cuando se trata de una ecuacién de radio unitario, la ecuacién anterior se transforma en:
x=Cos(¢) y =Sen(9)

MEDIDAS EN RADIANES

A v La medida en radianes de cualquier angulo BAC al
centro del circulo esta determinado por la longitud del
arco gue subtiende.

Tratdndose de dos circulos concéntricos, uno de radio
unitario y el otro de cualquier valor, los arcos que
1 = subtiende un angulo al centro seran semejantes.

x Longitud del arco exterior  Longitud del araaterior
A 1 ™ Radio del Circulo exterior 1

. I S
Que es lo mismo que escribir: — :f =¢
r

Para cualquier circulo con centro en B( X,y ) la razén s/ r de la longitud del arco
interceptado al radio del circulo da siempre la medida del angulo en radianes.

s=¢r

Lo que significa que para un circulo de radio unitario, la longitud del arco interceptado
sera igual al angulo al centro del circulo.

PERIODICIDAD

Debido que las coordenadas del punto P( X,y ) estan definidas en funcién del angulo

@ , se puede afirmar que el punto s+ 2 /rcorresponde al punto s, lo que permite definir
las siguientes identidades:
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Cos(g+2m)=Cosp — Cos(% +2 nj - COS(%) - g

Sen(g+277) = Sengy - Se”g*z”j:%”(ﬁ}g

De donde es se asegurar que el nimero 2 77 puede ser adicionado o restado a cualquier

angulo que sea parte del dominio de las funciones Seno y Coseno; lo anterior puede
aplicarse n veces sobre el angulo.

[z

2
NS
2

Cos(g+2nm)=Cos(¢) - Cos(’zr+ 5( 271)) = Cos(%j

Sn(p+2nm)=Sen(g) - S| 5 +7(2m) |=5en| 7

FORMULAS DE SUMAS Y DIFERENCIAS

Dos angulos de igual magnitud pero de signo opuesto Unicamente difieren en el sentido
de su proyeccion vertical, por lo que se puede decir:

Sen(-¢) =~ =-Sn(g)

Cos(-¢) :?X =Cos(¢)

A manera de repaso es bueno recordar las siguientes identidades:

(1)  Sen(A+B)=Sen(A) Cos(B)+Cos(A) Sen(B)
(2) Cos(A+B)=Cos(A)Cos(B)-Sen(A) Sen(B)

Si en estas ecuaciones se reemplaza B por —B y teniendo en cuenta que:
Sen(- B) = —Sen(B) Cos(- B) = Cos(B)

Sen( A-B) = Sen(A) Cos(B) - Cos(A) Sen(B)
Cos(A-B) =Cos(A) Cos(B) +Sen(A) Sen(B)

La formula correspondiente a la Tangente de la diferencia se puede definir como una
consecuencia de las dos ecuaciones anteriores:
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Sen(A-B)
Cos(A-B) Cos

Tan(A-B)=

>
&
%)
=
—+
g
Z
Ak
=

Dividiendo numerador y denominador por Cos(A) Cos(B)

Tan(A)-Tan(B)
1+Tan(A) Tan(B)

Tan(A-B)=

Analogamente para la tangente de la suma de dos angulos se tiene:

Sen(A+B) _ Sen(A) Cos(B) +Cos(A) Sen(B)
Cos(A+B)  Cos(A) Cos(B)-Sen(A) Sen(B)

Tan(A+B) =

O lo que es lo mismo que:
Tan(A) +Tan(B)
1-Tan(A) Tan(B)

Tan(A+B) =

FORMULAS DEL DOBLE DEL ANGULO

Si A=B =¢ tomando como punto de partida las ecuaciones (1) y ( 2), se tiene:

Sen(2 ) = 2Sen(g) Cos(¢)
Cos(2 ¢) = Cos’ (¢) - Sen’ ()

FORMULAS DE LA MITAD DEL ANGULO. (Un limite util)
Haciendo A=B=g¢ enla ecuacion ( 2 ), se tiene:

Cos(2¢) = Cos’ (¢) - Sen? () = Cos’p—( 1- Cos?(¢) ) = 2Cos?(g) - 1
Despejando Cos’(¢) se tiene:

_1+Cos(2¢)

3) Cos’(¢) 5

De igual manera, trabajando para Sen’ ((0) se puede obtener la siguiente ecuacion:
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Cos(2¢) = Cos’ (¢) - Sen’(¢) :( 1- Sen’(9) )—Sen2(¢7) =1- 2Sen?(g)

Despejando Sen’(¢) se tiene:
_1-Cos(2¢)

@) S’ (o) 5

Analizando las condiciones del signo para la ecuacion (3) , Se tiene:

Cos(qa)afw cuandcCos(g) ) (

Para cuando el angulo se encuentra en primer y cuarto cuadrante, y sera negativo

cuando:
1+Cos(2¢)
Cos(¢) =~ — cuando Cos(¢) ( !

Lo que quiere decir que el angulo se encuentra en el segundo o tercer cuadrante.

Lo mismo sucede para la ecuacién (4) , la cual quedaria como:

()= ¢ || =22

Donde el signo dependera de la posicion del angulo, sera positivo para cuando el angulo
se encuentra en primer y segundo cuadrante, de lo contrario sera negativo.

Ahora bien, reemplazando el angulo @ por @/ 2 en la ecuacion anterior se obtienen las
siguientes expresiones:

Cos(fj =4 —1+ C;S(¢)

Sen(%)j . | 1—C;)s(qa)

Donde nuevamente el signo de la ecuacion depende de la posicion del angulo ¢/2.
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Dividiendo la ecuacién (4) por el angulo ¢, e invirtiendo la ecuacion resultante se

obtiene:
1-Cos( 2¢) _ S’ ()
2¢ @Y
De manera que al aplicar el limite cuando el angulo tienda a cero de tiene:
— 2
Lim—1 COS( 2¢) = Lim—Sen (ga)
p-0 2¢ -0 @
Limm = Lim[Sen_(qa) %n(gp)j = Lim(Sen_(qa)j x Lim(Sen(go) ) =1x0=0
9 -0 2¢ 9-0 7] 90 @ 90

Si se reemplaza h = 2¢ en la ecuacion anterior, se tiene el siguiente resultado:

I_iml—Cos(h) 0
h-o0 h

Que es el resultado del limite propuesto, el cual seréa utilizado para obtener la formula de
la derivada de y =Sen(x).
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