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3.1 Estudio de la variacion de funciones

Adem4s de la utilizacién de la derivada para el cdlculo de ciertos limites, (Regla de IL’Hopital), es posible, por
medio de ella, obtener informacién sobre el comportamiento de una funcién, lo que permite contar con ciertos
criterios que ayudan a representarla graficamente.

3.1.1 Funciones crecientes y decrecientes y su relacion con la derivada

Sea f una funcién continua con ecuacién y = f(x), definida en un intervalo [a,b]. La siguiente es la repre-

sentacién grafica de f en el intervalo [a, b].

En la representacién grafica anterior puede observarse la funciéon f es:
1. Creciente en los intervalos Ja, 3| , x5, zg[
2. Decreciente en los intervalos |zs, x5] , |z, b]

También se tiene que cuando la pendiente de la recta tangente es positiva, la funciéon f crece; y cuando la
pendiente de la recta tangente es negativa, la funcién decrece.

Note ademéds que en los puntos (xs, f(z3)) , (x5, f(25)) v (z6, f(26)) la recta tangente es horizontal, por lo que
su pendiente es cero, es decir, la primera derivada de la funcién se anula en cada uno de esos puntos.

En los siguientes teoremas se formalizan las apreciaciones anteriores.

Il Teorema 1

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y derivable en el intervalo abierto ]a, bl.
1. Si f'(z) > 0 para toda x en ]a, b[, entonces la funcién f es creciente en [a, b].

2. Si f'(x) < 0 para toda z en ]a,b], entonces la funcién f es decreciente en [a,b]. Demostracién: Al final

del capitulo

Il Ejemplo 1
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1. Determinemos los intervalos en que crece o decrece la funcién con ecuacién f(z) = 5(332 —4x +1).

Para ello calculemos la primera derivada de f: f/(x) =z — 2.
Como f'(x) >0<=x —2>0, o sea si x > 2, entonces f es creciente para z > 2.
Como f/(2) <0 <= 2 —2<0,0seasiz <2, entonces f es decreciente para x < 2.

En la representacién gréfica de la funciéon puede observarse lo obtenido anteriormente.

-3/2

. . . . 1
2. Determine en cuéles intervalos crece o decrece la funcién con ecuacién f(z) = 2 + — con z # 0.
x

2z — 1)(z + 1)(2% + 1)
{L‘?’

2
La derivada de f estd dada por f'(z) = 2z—— que puede escribirse como f'(z) =
x

Como 2(z? — 1) es positivo para toda = en R entonces:

fl(z) >0 < %>Oy
flz) <0 <= W<O

Para resolver estas desigualdades recurrimos a la siguiente tabla.



r—1| — - = | +
r+1 | = | +] +[ +

z? - -] +] +
ffle) | = + ] = | +

Luego: f'(z) > 0six €]—1,0[U]1,+oo[ por lo que la funcién f crece en el intervalo | —1,0[ U |1, +o0].

Ademids: f'(x) <0siz € ]—00,—1[U]0,1[ de donde la funcién f decrece en el intervalo |—oo, —1[ U |0, 1].

La representacion grafica de la funcién es la siguiente:

rz+1

3. Determinar los intervalos en que crece o decrece la funcién f con ecuacién f(x) = T

,con x # 1.

-2
5. Como (x — 1) es mayor que cero para = en R, x # 1, y ademés

@-1)
—2 < 0 entonces f'(z) < 0 para todo  en R (x # 1), por lo que la funcién f es decreciente para x en
R, z # 1.

La derivada de f es f/'(z) =

La siguiente, es la representacién grafica de dicha funcién:



3.1.2 Valor maximo y valor minimo de una funcién

Si f es una funcién dada, entonces f(c) es un valor mdximo relativo de f, si existe un intervalo abierto ]a, b[
tal que a < ¢ < by f(c) > f(x) para z € ]a,b|, siendo z un valor del dominio de la funcién.

Si f(¢) > f(z) para toda z en el dominio de f, entonces f(c) es el valor méximo de f o maximo absoluto.

Similarmente, f(c) es un valor minimo relativo de la funcién f, si existe un intervalo abierto |a,b[ tal que
a<c<by f(c) < f(z) para x € Ja,b[, con z en el dominio de f.

Si f(e) < f(z) para toda x en el dominio de f, entonces se dice que f(c) es el valor minimo de dicha funcién.
También se llama minimo absoluto.

Il Ejemplo 1

Considere una funcién f definida en un intervalo |e, d[, cuya representacién grafica es la siguiente:
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Note que f(x1), es un maximo relativo y f(x3) es el mdximo valor que toma la funcién en el intervalo en que
estd definida. Similarmente, f(x4) es un valor minimo relativo y f(z2) es el minimo absoluto de la funcién en

le,d].

Il Teorema 1
Sea ¢ un punto interior del dominio de una funcién f.
Si f(c) es un valor maximo relativo de f y si existe f/(c) entonces f’(c) = 0.
Prueba: al final del capitulo.
Il Ejemplo 2
-1
Considere la funcién f definida por f:[—4,1] — R, f(z) = T(I2 + 4z —8)

Su representacion grafica es la siguiente:

= heccccccaaa

Puede observarse que cuando x toma el valor de —2 entonces la funcién tiene un valor méaximo. En este caso

-1
(—2,3) es precisamente el vértice de la pardbola con ecuacién: y = T(xQ +4x —8).

Segtin el teorema anterior debe cumplirse que f'(—2) sea igual a cero.

-1 -1
En efecto, como f'(z) = Tm +4), al sustituir « por -2 se obtiene que f'(—2) = T(_4+4) =0, que era lo
que queria comprobarse.

Il Teorema 2

Sea ¢ un punto interior del dominio de una funcién f. Si f(¢) es un valor minimo relativo de f y si f'(c)
existe, entonces f’(c) = 0.

La demostracion es similar a la del teorema anterior.



Il Ejemplo 3
Considere la funcién f definida por f: [1,4] — R, f(z) =22 —6x+7

Su representacién grafica es la siguiente:

Y A

Note que la funcién f tiene un valor minimo en z = 3 dado por f(3) = —2. El punto (3, —2) es el vértice de la
pardbola con ecuacién y = 22 — 6z + 7. De acuerdo con el teorema 3 debe cumplirse que f/(3) sea igual a cero.
Como f'(x) = 2z — 6 entonces f'(3) =2-3 —6 =0 y se verifica lo enunciado respecto al valor minimo.

Observacién: El reciproco de los dos teoremas anteriores no es cierto. Es decir, el hecho de que f/(¢) sea igual a cero,
no implica que en x = ¢ exista un maximo o un minimo.

Il Ejemplo 4

Para la funcién f con ecuacién f(x) = 23, se tiene que f'(z) = 322,y f'(z) = 0 si z = 0; sin embargo, en x = 0
no hay ni un valor médximo ni un valor minimo, como puede observarse en la siguiente representacién gréafica de
la funcén.
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Il Definicién 1
Sea f una funcién. Recibe el nombre de valores criticos del dominio de f, aquellos en los que f’(z) es igual a
cero o en los que f'(z) no existe.

Il Ejemplo 5
Determinemos los valores critcos de las funciones con ecuaciones:

a. f(z)=222 -2 z€ R

b. f(x)z\/f—%,x>0

Solucion:

a. Como f(z) = 222 — 2, entonces f'(x) = 4x — 42® Ahora: f'(x) = 0 si y solo si 4x(1 — 22) = 0 o sea si

x=0,06,x=1,6, z = —1 Luego, los valores criticos de f son: =0, z=1, ya=—1.
b. Como f(z) = /& ! entonces f'(z) ! + ! Luego f'(z) vl de donde f'(z) = 0siy solo
. = - = =5 =t = = = = y
VT 2/ 2v/a8 2y a3
siz+1=0, o0 sea, si z =—1 Por lo tanto el valor critico de f es x = —1. Note que aunque f’(z) se in-

define en x = 0, como este valor no pertenece al dominio de f, entonces no es valor critico de dicha funcion.

Observacién: Reciben el nombre de valores extremos de una funcién f los valores maximos relativos y los
valores minimos relativos de f. Dada una funcién f cuyo dominio es el intervalo K, un valor ¢ € K serd un
valor critico de x para la funcién f si:

a. f'(¢)=06
b. f'(z) no existe 6
c. ¢ es un extremo del intervalo K .

En este dltimo caso, si K = [a,b] entonces “a” y “b” son valores criticos. Si K = [a,b] 0 si K = [a,+00]

entonces “a” es un valor critico. Si K =Ja, b, o si K =] — 00, b] entonces “b” es un valor critico. Si K =]a, b],

“ b2

entonces ni “a” ni “b” son valores criticos (note que los valores extremos de un intervalo abierto no son
elementos del intervalo).

3.1.3 Criterio de la primera derivada para determinar los maximos y los minimos
de una funcién

En el siguiente teorema se establece como determinar los valores méaximos y los valores minimos de una funcién,
al estudiar los intervalos en que crece o decrece la funcion.

Il Teorema 1

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], que es derivable en todo punto del intervalo abierto
la,b[. Sea c en ]a,b[ tal que f'(c) =0 o f'(c) no existe.
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a. Si f'(x) es positiva para todo x < ¢, y negativa para todo x > ¢, entonces f(c¢) es un valor méximo relativo

de f(x).

b. Si f/(z) es negativa para toda x < ¢, y positiva para toda x > ¢, entonces f(c) es un minimo relativo de

f(@).

c. Si f'(x) es positiva para todo z < ¢ y también lo es para todo x > ¢; o si f/(z) es negativa para todo x < ¢
y a su vez para todo x > ¢, entonces f(c) no es un valor maximo relativo ni un valor minimo relativo de

f(z).
Prueba: al final del capitulo.

Las situaciones enunciadas en a.), b.) y ¢.) pueden representarse graficamente como sigue:

fo|-===---- 2

f(©<0

f(©)>0

Y

(o Y gy g S S LSS

Figura 3.1: Maximo relativo en z = ¢

f(c)<0

fof --1-----3

[l D

Y

Q|- -
(S pe—

Figura 3.2: Minimo relativo en x = ¢
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Figura 3.3: En & = ¢ no hay ni maximo ni minimo relativo.

En los siguientes ejemplos determinaremos los valores extremos de una funcién cuya ecuacién se da. Para ello,
se calcula la primera derivada de la funcién, luego se determinan los valores criticos y por ultimo se aplica el
Teorema 4.

Il Ejemplo 1

flz) =4z — %:ﬁ

Note que f estd definida para z € R

Como f'(x) = 4 — 2% entonces f'(x) =0siysolosiz =2,6z=—2.
Los valores criticos son z =2,y , x = —2.

Determinemos ahora cudndo f/(z) > 0y cudndo f'(x) < 0.

Como f'(z) = (2 — z)(2 + z), se deben resolver las desigualdades: (2—z)(2+z) >0, (2—2)(2+ ) < 0.
Nos ayudamos con la tabla siguiente:

f@) | N /N

Como f/(z) <0 parax €] —o00,—2[y f'(z) >0 para € [—2,2] entonces f(—2) es un valor minimo.

Como f'(x) >0 parax €] —2,2[y f'(x) <0 para x € |2, +o0o[ entonces f(2) es un valor maximo.



La representacion grafica de la funcién es la siguiente:

13

—/12

Note que f(—2) = — - esun minimo relativo y que f(2) =

la funcion.
Il Ejemplo 2
flz)=(x—1)3 (z+1)3 z e [-1,1]

(x+1)2(11z - 7)
3vr —1

En este caso f'(z) = (jCompruébelo!)

Luego, f'(x) =0 siy solo si x = 1 6, x=-—1
Ademds, f/(z) no existe si x = 1.

v 7
Los valores criticos de f son x = 11 r=1x=—-1.

16 (. . -
3 es un maximo relativo, en el dominio de

Como (z + 1)? es positivo para todo z € [—1,1] entonces para determinar cuando f'(z) > 0, y cuando

7

f'(z) <0, basta con analizar la expresién —

—
—
ISR
|
—_

Utilizamos la siguiente tabla:
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i.

ii.

iii.

x a2
7
Ne—7| — | +
Jr—1| — | —
fflz) | + ] =
f@) | 71\

11
Como f'(x) > 0 para x € } -1, = { y como f es continua sobre ese intervalo, entonces f(x) es creciente

sobre } -1, % { por lo que f(—1) < f(z) six € {1, % {

Por lo tanto f(—1) = 0 en un valor minimo relativo de f.

11 11 1 16 /18\°
Como f'(z) > 0 para z € }—1, - [ y f(x) <0 para x € }7,1[, entonces f (7) = o (7> es

un valor maximo relativo de f.
. 11 ) 11 .
Como f'(z) < 0six € = 1| y como f es continua sobre 7,1 entonces f es decreciente sobre

11 11
} Iz 1] , v por tanto f(1) < f(x) cuando x € } - 1] . Luego f(1) = 0 es un valor minimo relativo de f.

Il Ejemplo 3
23 4 8z
xr) = —————N €T € _272
=22 ae -2

3 + 8x
(2 +4)vVa? +4

Ahora, f/(x) = 0 si y solo si x(2? + 8) = 0 es decir, si x = 0.

Se tiene que f'(z) = (jCompruébelo!)

Los valores criticos de f son x = 0, x = —2, & = 2, estos tltimos por ser extremos del intervalo.
z(2? + 8) 5 5 . .
Como f'(x) = Y, o2+ 4, 22 + 8, y, Va2 + 4 son expresiones positivas para todo

(22 4+ 4)vVa?+4
x € R entonces el signo de f'(x) estard determinado por la variacién de z.

Luego se tiene:

x =2 0 2
z | - +
@) | = | +
f@) | N |/
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i. Como f'(z) < 0 parax € | —2,0] y f es continua en [—2,0[ entonces f es decreciente sobre [—2,0][.
Luego

f(=2) > f(x) para z € [-2,0[, y f(—2) = v/2 es un maximo relativo de f.

ii. Como f'(z) <0 paraxze€]—2,0[y f'(z) > 0 para z € ]0,2[, entonces f(0) = 0 es un minimo relativo de

f.

iii. Como f'(x) > Oparax €]0,2]y f escontinua en ]0, 2] entonces f es creciente en ]0,2]. Luego f(2) > f(x)
para z € ]0,2] y f(2) = v/2 es un maximo relativo de f.

Ejercicios
Hacer un estudio similar para las funciones

a.) f(z) =2%— 622+ 122 — 8, b.) g(z) = x € [-2,2], c.) h(z) =xv5— 22z < V5

x+1’

3.2 Concavidad y puntos de inflexién

La segunda derivada de una funciéon también proporciona informacién sobre el comportamiento de ésta. Para
iniciar este estudio daremos la siguiente:

Il Definicién 1

(Definicién de concavidad). Se dice que la grifica de una funcién f es céncava hacia arriba en un intervalo
A, (A C Dy), si f'(x) es creciente sobre A. Si f/(x) es decreciente sobre A entonces se dice que la gréfica de f
es céncava hacia abajo.

Note que es la funcién derivada f’ la que debe ser creciente o decreciente en el intervalo A. En la siguiente
representacion gréfica, una funcién f es céncava hacia arriba en el intervalo ]a, b[ y céncava hacia abajo en el
intervalo |b, [

Y

IS
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Il Teorema 2

Si f es una funcién tal que f”(z) > 0 cuando x € ]a, b[, entonces la gréfica de f es céncava hacia arriba sobre

la, bl

Demostracién:

Si f"’(x) > 0y como f”(x) = D, f'(x), entonces se tiene que f’(x) es creciente sobre ]a, b[ por lo que de acuerdo
con la definicién de concavidad de una funcién, se obtiene que f es céncava hacia arriba sobre a, b|.

Il Teorema 3

Si f es una funcién tal que f”(z) < 0 cuando x € ]a, b[, entonces la grafica de f es céncava hacia abajo sobre

la, bl.

Demostracién:

De la hipétesis: f”(z) < 0, y como f”(z), = D, f'(x), se obtiene que f’(x) es decreciente sobre ]a, b[ por lo que
segin la definicién dada sobre concavidad, la gréfica de la funcién f es céncava hacia abajo sobre ]a, b].

Il Ejemplo 4
xt 28
Ejemplifiquemos los dos teoremas anteriores utilizando la funcién f con ecuacién f(z) = =3
Si f(x) = f—; - %3 entonces f'(x) = %3 —2%y, f"(x) = 2 — 22 = x(x — 2)
Luego, f"(z) >0siz €] —00,0[U]2,4+00[y, f’(z) <0sixe]l0,2]
Como f"(z) = D, f'(x), entonces f’ es creciente en los intervalos | — 00,0[ , ]2,400[, pues en ellos f”(x) es

positiva. Ademds f’ es decreciente en el intervalo ]0,2[ pues en el f”(z) es negativa.
Luego, f es coéncava hacia arriba en el intervalo | — oo, 0] U ]2, +00[ y cédncava hacia abajo en el intervalo |0, 2[.

La representacién grafica de la funcién f’ es la siguiente:

fx)

Y

Figura 3.4: Representacion grafica de f’
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Observe que f’ es creciente en | — 00, 0[ y ]2, 400 y decreciente en ]0, 2].

Representacion grafica de la funcén f:

fx)

Figura 3.5: Representacion grafica de f

Note que f es céncava hacia arriba en los intervalos | — 00,0[, ]2,+00[ y cdncava hacia abajo en el intervalo
10,2].

Damos ahora la:

Il Definicién 2
(Definicién de punto de inflexién). Se dice que (xo, f(zp)) es un punto de inflexién de la grifica de una

funcién f, si existe un intervalo |a, b[ tal que zg € |a, b, y la grafica de f es concava hacia arriba sobre |a, x|,
y céncava hacia abajo sobre |z, b[, o viceversa.

Podemos representar lo anterior en forma gréafica como sigue:

Il Ejemplo 5
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1. El punto (0,1) es un punto de inflexién de la curva con ecuacién f(x) = 23 + 1, pues f”(r) = 6x es
positiva si x > 0, y negativa si z < 0, de donde f es concava hacia arriba para z > 0, y céncava hacia
abajo para x < 0. Gréficamente se tiene:

p

2 »
zt 23
2. Determinemos los puntos de inflexién de la funcién f con ecuacién f(z) = st z? +1 Se tiene que
3 2P
fl(x) = §+? — 2z porloque f'(z) =22 4+2—-2=(z—1)(z+2)
Resolvamos las desigualdades f”(x) > 0, f"(x) <0
T —oo =2 1 400
z—1 — +
T+ 2 - + | +
fl@)=@-1@+2) | +| - | =
f(x) ulniu
Como f"(x) > 0 si z € | — 00, —2[ U ]1,+o0[ entonces la grafica de f es céncava hacia arriba en esos

intervalos.

La gréfica de f es céncava hacia abajo en el intervalo | — 2,1 pues en él f”/(z) < 0.

1
Luego los puntos (—2,-3) y (1, 4) son puntos en los que cambia la concavidad y por tanto son puntos

de inflexién.

La gréafica de la funcién f es la siguiente:
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Puede decirse que un punto de inflexién separa una parte de la curva que es concava hacia arriba de otra
seccién de la misma que es cdncava hacia abajo. En un punto de inflexién, la tangente a la curva recibe

el nombre de tangente de inflexién. Gréficamente:

Observe que una parte de la curva queda sobre la tangente de inflexién, y otra parte bajo ella.

Il Teorema 4

Si (xo, f(z0)) es un punto de inflexién de la gréifica de f y si f”(zg) existe, entonces f”(xzg) =0

Demostracién: Al final del capitulo.

Il Ejemplo 6

Considere la funcién f con ecuacién f(x) = 2° + 22 + z.

La segunda derivada de f es f(z) = 6z + 2.

-1 -1
Note que f”(z) > 0siz > ERRA f(z) <0six< 3
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-1

. . . -1 , . .
Luego, f es concava hacia arriba para x > 3 y céncava hacia abajo para x < 3

-1 -1
Se tiene entonces que <3, f <3>> es un punto de inflexién. Evaluando la segunda derivada de f en

-1
T = 3 resulta que f” (3) = 0 con lo que se verifica lo expresado en el teorema anterior.

En el siguiente teorema se dan las condiciones para que un punto sea punto de inflexién.

Il Teorema 5

Si:

. f es una funcién continua sobre un intervalo I,
ii. 2o es un punto interior de I tal que f”(x¢) =0, 6 f(xo) existe, y

. Si existe un intervalo |a, b[ con g € ]a, b[, (Ja,b[€ I) tal que:

e f"’(z) > 0 cuando z € Ja,xo[ ¥y f"(x) < 0 cuando = € ]xzg,b[, entonces (xq, f(xo)) es un punto de
inflexién de la grafica de f.

e f’(x) < 0 cuando z € Ja,xo[ y f"”(x) > 0 cuando = € ]xg,b[, entonces (xq, f(zo)) es un punto de
inflexién de la gafica de f.

e f"(x) >0 cuando z € Ja,z[ y f’(z) > 0 cuando x € |zg,b|, o bien, f”(z) < 0 cuando z € Ja,zo[ y
f"(x) < 0 cuando z € |zg,b] entonces (o, f(zo)) no es un punto de inflexién de la gréfica de f.

Demostracién: Es similar a la dada para el Teorema 4, sustituyendo f por f’,y f’ por f”.

Il Ejemplo 7

4 3

. . €T z . .
1. Sea f una funcién con ecuacién f(x) = ==+ —z*+ 2z con x € R. Note que f es una funcién continua

126
en todo su dominio por ser una funcién polinomial. La segunda derivada de f es f”(x) = 22+ 2 — 2, que
esigual acerosiysolosiz =16 x = —2.

Ast f7(=2) = f"(1) =0

Observemos la solucién de las desigualdades f”(z) > 0, y f”(x) < 0 por medio de la siguiente tabla:

z —o0 =2 1 +o0
r—1| — | —| +
z+2 | — | +| +
ffle) | +| —| +
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Como f"(z) > 0 parax € | — 00, —2[ y f"(x) < 0 para = € | — 2, 1] entonces (—2, f(—2)) es un punto de
inflexién segun el punto 1 del Teorema 8.

De acuerdo con el punto 2 de ese mismo teorema, como f'(x) < 0 para z € | —2,1[y f”(x) > 0 para
x € ]1, 400, entonces (1, f(1)) es un punto de inflexién.

2. Consideraremos ahora la funcién g con ecuacién:

3
2

8
g(x):§(x—1) ,conz > 1

Como f"(z) = se tiene que f”(z) nunca se hace cero y que f”(1) no existe.

2
v —1
Ademds f”(x) es mayor que cero para & € ]1,+o0], por lo que f siempre es céncava hacia arriba en su
dominio, y por lo tanto (1, f(1)) no es punto de inflexién.

3.2.1 Criterio de la segunda derivada para establecer los valores maximos y los
valores minimos de una funcion

Adema&s de proporcionar informacién sobre la concavidad de la grafica de una funcién, la segunda derivada
permite establecer si un punto critico es un valor maximo o un valor minimo.

El siguiente teorema se refiere a este segundo aspecto.

Il Teorema 1

Sea f una funcién con dominio D.

Si f'(z) estd definida para = € ]a,b[ donde ]a,b[C Dy si f'(z9) =0 con zg € ]a, b] entonces:
a. f(xg) es un valor méximo relativo de f si se cumple que f”(xg) <0

b. f(xo) es un valor minimo relativo de f si se cumple que f”(xq) > 0

Demostracién: Al final del capitulo.

Utilizando el teorema anterior vamos a determinar los valores méaximos y los valores minimos de las algunas
funciones

Il Ejemplo 1
)= re] -
- 4+ 1, )
Note que la funcién f no estd definida en x = —1
2
La derivada de f estd dada por f'(x) = m, x# -1

Los valores criticos de f se obtienen cuando f’(x) = 0. En este caso, f'(z) =0siysolosiz =0, 6z = —2.
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Ahora, la segunda derivada de f es f”(x)

(x+1)3

Vamos a evaluar f”(z) en x =0y en z = -2

a. f”(0) =2; como 2 > 0 entonces f(0) es un valor minimo relativo de f.

b. f”(—=2) = —2; como —2 < 0 entonces f(—2) es un valor maximo relativo de f.

Gréficamente se tiene en el intervalo | — 4, 2|

Il Ejemplo 2

o) = 2~ 9)(a — 1)/

Se tiene que Dy, =R

La primera derivada de ¢ estd dada por ¢ (z) = (z — 1)3 (x — 6)
Como ¢'(x) = 0 cuando = 1 y cuando = = 6 entonces estos son los valores criticos de g.

5(z —3)

La segunda derivada de g es g”(x)

relativo de g.

Observe que g” no puede evaluarse en x = 1 pues hace cero el denominador por lo que para este valor critico
debe utilizarse el criterio de la primera derivada.

Analizando ¢'(z) = (z — 1) (z — 6) se obtiene que ¢(z) < 0 para z € | — 00, 1]y ¢/(z) < 0 para z € ]1,6[ por
lo que al no existir cambio de signo resulta que f(1) no es ni méximo ni minimo. El gréifico de ¢g se muestra a

continuacion.

- 3vxr—1

Evaluando ¢”(z) en z = 6 se tiene que g”(6) = v/35 que es mayor que cero, por lo que g(6) es un valor minimo

——F-————————— == — =
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10

3.3 Trazo de curvas

La teoria estudiada hasta ahora sobre maximos y minimos de una funcion, serd aplicada tanto en la resolucién
de problemas como en el trazo de la grafica de una curva. Para este 1ltimo aspecto nos hace falta estudiar las
asintotas de una curva, tema que veremos a continuacién para pasar luego al trazo de curvas y por ultimo a la
resolucién de problemas.

3.3.1 Asintotas

Dada una curva con ecuacién y = f(x) es necesario estudiar la variacién de la funcién cuando la abscisa y la
ordenada de un punto cualquiera de la curva tiende al infinito.

Il Definicién 1

Cuando el punto P(z,y) de una curva se desplaza a lo largo de ella, de tal forma que tienda a infinito su
distancia al origen, puede suceder que la distancia de P a una recta fija tienda a cero. Esta recta recibe el
nombre de asintota de la curva.

Gréficamente:

Asintota

Asintota horizontal



24

Il Definicién 2

Sea la funcién con ecuacién y = f(z)

Si liI_iI_I f(x)=0b6 lim f(z) =D, entonces la recta con ecuacién y = b es una asintota horizontal de la gréfica
r——+00 xr——00
de f.

Il Ejemplo 1

2z .
1. Sea y = ——= la ecuacion de una curva.

Va2 +1
Como: lim

2z i 2z I 2 9
—= M Y= llm V=
T—+00 4 /JIQ + 1 x—+00 1 r— 400 1

entonces la recta con ecuacién y = 2 es una asintota horizontal de la curva.

2 2 -2
2. lim =t lim . lim — = -2
r——00 /g2 4+ 1 T——00 1 T— —00 1
V x V x
entonces la recta con ecuacién y = —2 es una asintota horizontal de la curva.

Gréficamente se tiene:

A
=2
______________________ B Y At
4 2 2 i
R | SR

Asintota vertical
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Il Definicién 3

La recta con ecuacién = a es una asintota vertical de la grafica de una funcién con ecuacién y = f(z), si se
cumple alguna de las siguientes condiciones.

i lim f'(r) = +oo iil. lim f(x) = +o0

r—a r—a—
ii. lim f(z)=-o00 1iv. lim f(z)=-00
z—at T—a~

Si la recta con ecuacion x = a es una asintota vertical de la grafica de una funcién f, entonces f es discontinua
¢

en “a”.
Il Ejemplo 2
2 - .. .
Sea y = 3 la ecuacién de una curva. Observe que el dominio es el conjunto: R — {3}
. 2 . 2
Como lim =—00y lim = +00
rz—3t o — T z—3- 3 — X

entonces la recta con ecuacién x = 3 es una asintota vertical de la gréfica de la curva.

Gréaficamente:

Recta vertical
x=3

10

10

:
s
Y

Note que la recta con ecuacién y = 0, (eje X ), es asintota horizontal de la curva.

Asintota oblicua

Il Definicién 4
f(x)

Si los limites: ZL’EToo — =my wgrfoo fl@)—ma=1>

existen, entonces la recta con ecuaciéon y = mx + b es una asintota oblicua.
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Il Ejemplo 3

1
La curva con ecuacién f(x) = 4o + — — 1 posee asintota oblicua pues:
x

a. lim M: lim (4—1—2—):4,
x

r——+00 I T——+00

de donde m = 4

b. lim f(z) —ma= lim <4x—|—1—1—4x): lim (1—1):—1,
x

X

r—+00 r— 400 T—+00

de donde b = —1
Asfi la ecuacién de la asintota es y = 4z — 1

La representacion grafica es la siguiente:

= >

1 2

Note que la recta con ecuacién x = 0, (eje Y), es asintota vertical de la curva.

Especificaremos ahora los pasos a seguir para hacer el analisis y la gréfica de una funcién f cuya ecuacién se
da.

1. Calcular el dominio de f. (Dy)

2. Averiguar las intersecciones con los ejes coordenados.

Siy = f(z) es la ecuacién de la curva, los puntos de interseccién con el eje X se determinan resolviendo
la ecuacién f(z) = 0, los puntos de interseccién con el eje Y se calculan ddndole a « el valor cero.

3. Sentido de variacién

Se hace el estudio de la primera derivada.
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a. Se calcula f'(z)
b. Para determinar los valores criticos se resuelve f'(x) =0

c. Para determinar los intervalos en que f crece y en los que decrece se resuelven las desigualdades
f(@)>0,y, f'(x) <0

4. Estudio de la segunda derivada de f.

a. Se calcula f”(x)
b. Se determinan los puntos de inflexién resolviendo f”(z) =0

c. Para determinar los intervalos en que f es céncava hacia arriba y en los que es céncava hacia abajo,
se resuelven las desigualdades f”(z) >0y f"(x) <0

Los puntos méaximos y los puntos minimos se pueden establecer ya sea utilizando el criterio de la
primera derivada o el de la segunda derivada.

5. Estudio de los limites

Se calculan los siguientes limites: liIJIrl flx), lim f(x)

lim, f(z)y lim f(z) donde a ¢ Dy

r—a T—a~

6. Estudio de las asintotas: Se determina si la curva posee asintotas verticales, horizontales u oblicuas.
7. Se hace el cuadro de variacién. Este es un cuadro en el que se resume todo el anélisis anterior.
8. Grafica de la funcién. Con los datos sefialados en el cuadro de variacién se dibuja la grafica de f(z).

Il Ejemplo 4

1’2

2 —1

Hacer el andlisis, cuadro de variacién y gréfica de la curva con ecuacién f(x) =

1. Dominio: Dy : R —{-1,1}

2. Interseccion con los ejes:

f(2)=0 < 22 =0 <= 2 =0, luego (0,0) es el punto de interseccién con el eje Y , y con el eje X .

3. Sentido de variacién:

c N T2
L fi(x) = @_1p

Como (z? — 1)? es positivo para x € Dy, basta con analizar el numerador.
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ii. f'()=0 <= —2z=0 <= z =0 valor critico.
iii. f/(z) >0 < —22>0 < x <0;luego f crecesiz €] — 00,0[
iv. fl(x) <0 <= —22x <0 < x>0, luego f decrecesi z € ]0,+o0[. Dei. y iv. se deduce que f(0)

es un maximo relativo.

4. Estudio de la segunda derivada:

622 + 2
(r—1)3(x+1)3

ii. f”(x)# 0 para toda x ¢ Dy

i f(x) =

Para determinar si f es céncava hacia arriba o hacia abajo se deben resolver las desigualdades
f"(x) >0y f'(x) <0 para lo que utilizamos la siguiente tabla.

x —oo —1 1 400
(x—1)3 | — | —| +
(z+13 | = | +] +

I (x) + - +

Como f”(x) > 0 para € | — 0o, —1[ U [1, +00[ entonces f es céncava hacia arriba en ese intervalo.

Como f"”(z) < 0 para x €] —1,1[ entonces f es céncava hacia abajo en ese intervalo.

5. Estudio de los limites:

2
2
a. lim — — = Lm 2= lim 1=1
z—+too 72 —1  a—>+o00 2 aw—too
2
9
b, lim —— = lim == = lim 1=1
Tr— —00 [Ij2 — 1 Tr— —00 2{1,‘ Tr——00
1'2 +
. Bm — 2 S1 = 2-1>0 — (£—1)—0
¢ I eyt @ v (z-1)=07)
.TQ
d lim ————=-00 (<1 = 2-1<0 = (z—1)—0")

z—1- (z = 1)(xz+ 1)
502 +
.l — = -1 1 1
A Gy T BRIt T etz = )20

72

6. Asintota:
De a. y b. del punto anterior, la recta con ecuacién y = 1 es una asintota horizontal.

Del punto anterior también se obtiene que las rectas con ecuaciones x = 1, x = —1 son asintotas verticales.
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f(x) x? 2x

2
=1 — lim — =O0pero: lim f(z)—02z= lim f(z)=
r——+00

Como lim im = lim
z—+4o00 312 — 1 z—+oco 61 2+ o0

I im —
z—too T Mo z(z? = 1)

1 entonces la asintota oblicua coincide con la asintota horizontal.

7. Cuadro de variacién: Resumen de lo estudiado

. 1 0 1 +00
f@ |+ + - -

() + - - +

fl@) | 1/ Utoo | /N=00 | NA=00 | \U+oo

------------------>
=
Il
—

Il Ejemplo 5

Hacer el andlisis, cuadro de variacién y gréfica de la curva con ecuacién f(x) = zel/®

1. Dominio: Dy : R — {0}

2. Interseccién con los ejes: para que la curva interseque al eje X se necesita que f(z) = 0, pero esto
sucede unicamente si ze'/? = 0, es decir, si = 0 pero 0 & D¢ por lo que no hay interseccién con el eje
X.
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Para la intersecciéon con el eje Y, = debe ser igual a cero, pero 0 ¢ Dy, por lo que tampoco hay
interseccién con el eje Y .

3. Sentido de variacion: Estudio de la primera derivada,

o ) =l ()

xT

b. fl(z2)=0 <= x=1
c. Para determinar los intervalos en que crece o decrece la funcién debemos resolver f/(z) > 0y f/'(z) <0

1
. Para ello

1 . . T —
Como e= es mayor que cero para x € Dy, basta analizar el comportamiento de
T
utilizamos el siguiente cuadro.

r—1| — - +
x — + | +
f@) | +1 =1 +

Como f'(x) > 0 para x € | — 00, 0] U |1, +00[ entonces f crece en ese intervalo.

Como f'(xz) < 0 para = € ]0,1[ entonces f decrece en ese intervalo. Ademéds en (1, f(1)), hay un

minimo relativo.

4. Estudio de la segunda derivada

el/z

a. f"(x) =

b. f(z) #0 Vz € Dy

x3

c. f'(x)>0 < 23>0 <= 2 >0, luego f es céncava hacia arriba si x > 0

d. f"(z) <0 < 23 <0 < 1 <0,luego f es céncava hacia abajo si z < 0

5. Estudio de los limites

a. lim ze'/* (forma 0.00)
z—0+

1
Si 2 — 071 entonces — — +o00 y e!/* — 400, por lo que:
x

el/z

lim z-e"/* = lim —— (forma x por lo que puede aplicarse la Regla de L'Hopital)
x—07t r—0t l o0
x
1/x —1
2
. x
o Ili)%l+ -1
22
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b. lim x-e!/*

x—0~

1
=0, pues si £ — 0~ entonces — — —ooy e/* -0 x — 0~
x

c. lim z-e'* =+
r——+00

1
Si 2 — +00 entonces — — 0y /¥ — 1
x

d. lim z-e'/* =—o0, pues — - 0ye/* -1
r——00 €T

6. Asintotas

Existe asintota vertical dada por la recta con ecuaciéon = = 0, por el resultado del limite a. No hay asintota

horizontal.

Asintota Oblicua

1/x
i. lim (2) — lim 2% — lim e =¢® =1 de donde m = 1
T _ - Yz _ . _ I 1/1;71
i, lm (f(z) — mz) Jim oz e x zjrfmx(e )
e _q 0
= liT —— (forma 0 por lo que puede aplicarse la Regla de L’Hopital)
el/a: _21
lim ——2% = lim e/*=¢"=1, de donde b=1
r——400 _1 r——400
)

Por tanto, la recta con ecuaciéon y = x + 1 es una asintota oblicua.

7. Cuadro de variacién: Resumen de lo anterior.

—00 0 1 +00
f'(x) + - +

(@) - -

f) | /N=oo || NU+oo | ~U+o0

8. Gréfica:
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Y

Il Ejemplo 6

Hacer el andlisis, cuadro de variacién y gréfica de la curva con ecuacién f(x) =z + —
x

1. Dominio: Dy : R — {0}
2. Interseccién con los ejes

a. eje Y : no hay interseccién, pues = debe tomar el valor de cero, pero 0 € Dy

4 244
b.ejeX:f(m)=0<:>x+f=0<:>m+ =0, pero 22 +4 # 0 Yz € Dy, por lo que no hay
x x

interseccién con este eje.
3. Sentido de variacién: Estudio de la primera derivada

a. f’(x)zl—i

x2

2
r°—4
b. f'(z) =0 < 57— =0 < =206z = -2, estos son los valores criticos de f
x

c. Como:
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Se tiene que f'(z) > 0siz €] —o00,—2[U]2,+oo[ f/(z) <0size€]—2,2]

Entonces f es creciente si ¢ € | — 00, —2[ U ]2, 400 y [ es decreciente si x € | — 2,2[ Luego, f(—2), es

un valor méximo y f(2) es un valor minimo.

4. Estudio de la segunda derivada:

A f() =
b. f’(x) #0 Vx € Dy

. f"(x) >0 < 23>0 <= x>0, entonces f es céncava hacia arriba si z > 0

o

d. f"(z) <0 < 23 <0 <= 2 <0;luego, f es céncava hacia abajo si x < 0

5. Estudio de los limites:

6. Asintotas

De a. y b. del punto anterior se concluye que la recta con ecuacién x = 0 es una asintota vertical. De c.

y d. del punto anterior se concluye que no existe asintota horizontal.

Asintota oblicua

i. lim M: lim (;v+4)-1

r—+0o0 T r—+400 x x

T—+00

4
= lim <1+2):1dedondem:1
T

ii. lim f(zx)—mz= lim z+——2
T——+00 r——+00 €T

4
= lim —=0dedondeb=0

r——4o0 I

Luego, la recta con ecuacién y = x es una asintota oblicua.
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7. Cuadro de variacién

—00 —2 0 2 +oo
f(x) + - - +
f(x) — — + +
f@) | /=00 | NA=oo || NU+oo | /Ut

8. Grafica
A
4
\
Il Ejemplo 7
22
Hacer el andlisis, cuadro de variacién y gréfica de la curva con ecuacién f(x) = T
2 —

1. Dominio

Se necesita: 22 —4 > 0 lo cual se cumple cuando z € ] — oo, —2[ U |2, +00]

2. Interseccién con los ejes:

Eje X: f(x) =0 < 22 =0 <= z =0, luego en el punto (0,0) interseca al eje X .
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Como f(0) = 0 también en (0, 0) interseca al eje Y .

3. Sentido de variaciéon o estudio de la primera derivada

a. f'(a)

_ oz Zf)f); v (iCompruébelo!)

Como (2% — 4)% es positivo para x € Dy, analizamos tnicamente el numerador para determinar
@) >0y f(z) <0

—0 —/8 0 /8 +oco

T - —| +| +

=22 | - | -] - | +

c+2v2 | — | 4| +| +

fa) | =] +] -]+

Como f'(z) es mayor que cero para x € ]8,0[ U |8, +00[ entonces [ es creciente en esos intervalos.

Como f’(x) es menor que cero para x € | — 0o, —/8[ U ]0,/8[ entonces f es decreciente en esos
intervalos.

Ademis en (—v/8, f(—v/8)) v (V/8, f(v/8)) hay dos valores minimos relativos.

4. Estudio de la segunda derivada

a.

b.

woo da? +32
'@ = s

f"(x) #0 Yz € Dyy f'(x) >0 Vx € Dy porlo que f siempre es céncava hacia arriba.

5. Estudio de los limites

a.

2 2

I SR L =i T — 4
J:—1>I—&I-loo \/m - 1—1>r—i1-1<>o 4 - a:—l>I—&r-loo 4 -
2y /1 - — 1- —

2 T2

li i I v’ li s li —° n

im ——= lim ———— = lim im = 400

T——00 /1‘2 —4 T— —00 4 r— —00 4 r——00 4
T T T

72
lim —— =40z — 27 = < -2 = 22>4 = 22 —-4>0 = 22 -4 — 07"

e——2- /22 — 4

2

im —— — o0z — 2" = 2>2 — 22>4 —> 22— 4>0 — 22— 4 — Ot
z—2+ /22 — 4
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6. Asintotas

Del punto a. anterior se obtiene que no hay asintota horizontal.
Del punto b. anterior se obtiene que x = —2 y = = 2 son las ecuaciones de asintotas verticales.

Determinemos si existen asintotas oblicuas:

1 im 1@ v I *
. a. m ——- = 1M @ —— = 1m ———-
r—+oo I z——+o0 pr/x2 — 4 T——+00 4
X
. 1
= lim ————==1dedonde m =1
T—+00 4
1 - P

2 2 _ /02 — 4
b. lim (f(z)—mz)= lim [I - x} = lim — Y& %
z—+00 z—+oo | /22 — 4

. 22—V —4 22+ axva2—4 . ot — 2%(2% - 4)
= lim = hrf

r— 400 $2—4 ’ .’E‘2+$‘/l’2—4 1/332_4(332_’_.%4/1:2_4)
. 422 . 422
= lim = lim
e V=A@ + 2/ —0) e T g (1 1o 4)
4

:zEwa 1_% (1+\/q):0,dedondeb:0.

La recta con ecuacién y = x es una asintota oblicua.

. flx) . x . x
2. a. hm _— = hm —_—— = llm —_—
r——00 I T——00 4 /.%‘2 —4 xr— —00 ‘ | 1 4
T _

x2

= lim lim —1 de donde m = —1

T _ -1
T——00 4 T z5—o0 1 4 o
x

[ x? } . 2 +ava? —4
——— 42| = lim —M——M————

r——00 {,C2 —4

b. lim (f(z)—ma)= lim

r— —00 r— —00

Tr— —00

22 + Va2 —4 xQ—x\/xQ—Zl] ot — 2%(2? — 4)

= lim
x2—4 2 —xva? —4 z——0o /32 — 4 (22 —zVz? —4)

. 422
= lim
T -4 x2(1+,/1—%)
. —4
= lim =0, de donde b = 0.
g 1- 4 (1+,/1—z;42)
Luego, la recta con ecuacién y = —zx es otra asintota oblicua.

7. Cuadro de variacidn:



8. Grafica

—00 -8 -2 V38 +00
[ (@) - + - +

£ () + + - -

flx) | +ooNU | ~SU+oo NU+oo | U400

3.4 Resoluciéon de problemas de maximos y minimos:
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En la resolucién de problemas en que se debe determinar el maximo o el minimo de una cierta expresion, deben
seguirse los siguientes pasos:

e Determinar la magnitud que debe hacerse méaxima o minima, y asignarle una letra.

e Hacer un dibujo cuando sea necesario.

e Asignar una letra a las cantidades mencionadas en el problema y escribir una ecuacién en la que se es-
tablezca lo que se debe hacer méximo o minimo.

e Establecer las condiciones auxiliares del problema y formar una ecuacién (ecuacién auxiliar)

e Expresar la cantidad que debe maximizarse o minimizarse en términinos de una sola variable utilizando
para ello la ecuacién auxiliar. Determinar el dominio de esta funcién.

e Obtener la primera derivada de esta funcién para determinar los valores criticos.
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e Comprobar, utilizando el criterio de la primera derivada o el de la segunda derivada, si los valores criticos

son maximos o minimos.

e Verificar que el valor obtenido cumple las condiciones dadas en el problema.

e Responder a la pregunta establecida en el enunciado del problema.

En algunos problemas hay que utilizar diversas figuras geométricas por lo que a continuacién se especifican
algunas de ellas junto con las respectivas férmulas sobre areas y volimenes:

Y

Circulo de radio r con centro en (0,0)

Ecuacién: z2 + 32 = r?

Circunferencia: 27r

Area: 7wr?

Sector circular;

. 1
Area: 57“2 f donde 0 es el angulo central medio en radianes.

Area: g donde s es la longitud del arco AB

Trapecio

(B+10)

Area: -h, donde B es la longitud de la base mayor, b es

la de la base menor y h es la altura del trapecio.
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Cilindro circular recto de altura h y radio de la base r. Volumen:
mr2h
Area lateral: 27rh

Area total: 27rh + 2712

Cono circular recto de altura h y radio de la base r.

mr2h

Volumen:

Superficie lateral: 77 L donde L es la generatiz estd dada por:

L= VT2

T,

Esfera de radio r.

4
L Volumen: —r37

X Superficie: 4mr?

Il Ejemplo 8
Determinar dos nimeros no negativos cuya suma sea 10 y cuyo producto tenga el mayor valor posible.
Solucién:

Se debe de maximizar el producto P de dos ntimeros positivos.
Sean estos nimeros: x, y

Luego P = xy
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Como la suma de esos nimeros es 10, entonces x + y = 10 es la ecuacién auxiliar, de donde y = 10 — z.
Entonces: P(z) = z(10 — z) = 10x — 2?

Se debe de determinar el valor de x que hace mdxima la funcién P(x)

Derivando: P’(z) =10 — 2z

Valores criticos: P'(z) =0 < 10—-2x =0 < z—5

En x = 5 se tiene un valor critico, y se debe estudiar si es un valor minimo o un valor maximo.

Como P"(x) = —2 entonces P"”(x) = —2 < 0 por lo que en = = 5 se tiene un valor méximo.

Si x = 5 entonces y = 10 — 5 = 5. Luego, los nimeros positivos cuyo producto es maximo y cuya suma es 10
son ambos iguales a 5.

Il Ejemplo 9

Un rectangulo tiene 120 m. de perimetro. ;Cudles son las medidas de los lados del rectdngulo que dan el drea
maxima?

Solucion:

Se debe maximizar el drea A de un rectdngulo:

X
Designemos con “z”,“y” las longitudes de los lados del
Yy y rectangulo.
Luego A = zy
X

Como el perimetro del rectangulo es 120 m. entonces la ecuacién auxiliar es: 2z + 2y = 120 de donde y = 60— .

Luego A(z) = z(60 — z) = 60z — 22

Como A'(z) =60 — 2z y A'(z) =0 <= z = 30 entonces x = 30 es un valor critico.

Analicemos si este valor es méximo o minimo utilizando el criterio de la segunda derivada.
Como A" (x) = =2z y A”(30) = —2(30) = —60 < 0, entonces z = 30 es un valor maximo.

Si z = 30 entonces y = 30 por lo que un cuadrado de lado 30 es el rectangulo de mayor area y perimetro 120m.

Il Ejemplo 10

Una recta variable que pasa por el punto (1,2) corta al eje X en A(a,0) y al eje Y en B(0,b). Hallar el drea
del tridangulo AOB de superficie minima, suponiendo A y B positivos.

Solucion:

Se debe minimizar el drea 7' de un triangulo.



Gréaficamente se tiene:

<Y

ab
El tridngulo es rectangulo y su area estd dada por T = 5

La recta pasa por los puntos (0,b),(1,2) v (a,0), por lo que la pendiente estd dada como sigue:

2-b
i. Tomando (0,b) y (1,2): m = 10" 2—b

ii. Tomando (1,2) y (a,0): m = =

2 2
Luego: 2—b= T es la ecuacién auxiliar, de donde b =2 — 1 *)
—a -a
a 2 a a—a’>—a —a? —a?
Ent T(a) = (2 — —a— _ _ _
mtonces T(a) = 52— g—)=a—7— 1-a 1-a  —(a—1)
2
a
T(a) = 1
W=-"ra#

2_9 —2
Como T"(a) = a a _ale=2) entonces

T2 (a1

T(a) =0 <= a(a—2)=0 < a=06a=2

Determinemos, utilizando el criterio de la primera derivada si los valores criticos son maximos o minimos:
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a 0 2 +oo
a | + | +
a—2| — | +
T(a)| — | +
T | \| /

Del cuadro anterior, como T decrece para a € |0,2[ y crece para a € |2,4o00[ entonces en a = 2 se tiene un
valor minimo.

Si a = 2 entonces b = 4 (al sustituir en (*))

2-4
Luego el area del tridngulo es T' = 5 = 4

Ademis, la ecuacién de la recta es y = —2z +4

Il Ejemplo 11

Una ventana tiene forma de rectdngulo, culminando en la parte superior con un tridngulo equilatero. El

perimetro de la ventana es de 3 metros. ;Cual debe ser la longitud de la base del rectangulo para que la ventana
tenga el drea maxima?

Solucion:

En este caso se debe maximizar el drea de la siguiente figura geométrica:

Se han senalado con las letras“z” y “y” las longitudes de los
lados de la ventana.

X

El drea de la ventana esta dada por la suma de las areas del triangulo y del rectangulo.

-h
Area del tridngulo: xT

Area del rectangulo: xy

h
Area total: A =xy+ %

Como el perimetro de la ventana es 3 metros entonces: 2y+3x = 3 de donde y = es una ecuacién auxiliar.
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3—-3 h
Luego: A = x( 5 a:) + % Debemos escribir A también en términos de x.
x
e () -
+ 5 z
2?3
Se tiene en el tridngulo: h? =22 — i Zaﬂ

1
Luego: A(z) = 5(33@ —32%) +

NN

A(z) = -z x* Determinamos los valores criticos A'(z) = = — 3z + —=x

3 3, V3, 3 V3
2 Tt T 2 2

V3

3
Luego: A'(z) =0 < - —-3x4+ —2=0

2 2
3 V3
3
< T = _2 < T = 3
§_3 6—3
3

El valor critico es x =

6- 3

Utilizando el criterio de la segunda derivada se tiene que

£or(a)-f

A" - _ v
(@) ==3+—-y P 5

—-3<0

de donde z = es un valor maximo.

3
6—3
3
6—3

Luego, la longitud de la base del rectangulo debe ser para que la ventana tenga el area maxima.

-3
V3 y el lado del tridngulo es

9
12— 2v3 6—

La altura del rectangulo debe ser:

%.OJ

Il Ejemplo 12

Un faro se encuentra ubicado en un punto A, situado a 5 km del punto més cercano O de una costa recta. En
un punto B, también en la costa y a 6 km de O, hay una tienda. Si el guarda faros puede remar a 2km/h, y
puede cambiar a 4km/h, ;Dénde debe desembarcar en la costa, para ir del faro a la tienda en el menor tiempo
posible?

Solucion:

Se debe minimizar el tiempo de recorrido

Gréficamente la situacion es la siguiente:
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0 Tienda

x  C d, B

5 km S dp

“<«—+— Faro

Sea C' el punto de la playa en el que desemboca el guarda faros, designemos con z la distancia OC.

dj es la distancia en que debe remar desde A hasta C

ds es la distancia en que debe caminar desde C hasta B

Note que di = V25 + 22y dy =6 — x

Ademas se tiene que la distancia S recorrida en un tiempo t es igual a la velocidad por el tiempo: o sea;
S =wv-tdedondet= %

La distancia d; es recorrida con una velocidad de 2km/h, y la distancia do con una velocidad de 4km/h, por lo
que el tiempo total de recorrido sera:

d1 d2 \/25+$2 6—x

t=—+ — = siendo esta la funcién a minimizar.
2 T 5 1 z

L () — x 1 4x— /25422
uego: ¥(x) = VB +z2 4 4V + 22

Para determinar los valores criticos hacemos t'(x) =0

t(x)=0 < 42— V25+22 =0 < 162? =25+ 2?

— 1522 =25 «— 2=

wlen
8
I
I

Utilicemos el criterio de la segunda derivada para determinar si el valor critico es un minimo.
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25 5
t"(xr) = ——————, evaluando en x = 4/ = se obtiene
" luand bti
(254 x2)2 3
” 5 25 5 L.
t 3| =37 > 0 por lo que x = 3 es un valor minimo.

(3

5
Luego, el guarda faros debe desembarcar en un punto C' que esta a \/; km de punto C, para llegar a la tienda

en el menor tiempo posible.

Il Ejemplo 13

Determinar las dimensiones del cono de mayor area lateral que puede inscribirse en un cono circular recto de
radio lem y altura 3cm, como se muestra en la figura siguiente:

3cm

Solucién:

Hay que maximizar el area lateral del cono inscrito.

Las dimensiones de éste son: x radio de la base, h altura y se especifican en la figura de la siguiente manera:
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3cm

El area lateral del cono estd dada por A = mxL Una ecuacion auxiliar se puede obtener por medio de semejanza

de tridngulos de la siguiente forma:

-~ 1km —>

Ademds L = vh2 +22 = /(3 — 32)2 + 22 = /1022 — 182 + 9
Sustituyendo en la ecuacién del drea lateral A = 7z L = 24/1022 — 18z + 9
Determinemos los puntos criticos:
10z —9
A(z) = /1022 — 185 59+ 20w —9)
V10z2 — 18z +9

~ w(202? — 2724+ 9)  7w(4w — 3)(5x — 3)

V1022 =182 4+9  /102? — 182+ 9

A()

, 3
,0x = —

Az)=0 < (dz-3)(bx—3)=0 > z = -

] w

" 3 3
Por lo tanto, los valores criticos son x = 17 x 3
Determinemos cudl de esos valores es un valor maximo utilizando el criterio de la primera derivada.



47

dr—3 | — — +
Sr—3 | — + | +
A) | +] | +

o] w
> w

3 3 (.
Como A(x) crece para © € |—o0, — | y decrece para « € 3 entonces x = 3 es un valor méximo.

3

3 3
R { y crece para x € } T 400 { entonces x = zesun valor minimo.

=] w

Como A(x) decrece para x € ]

. 3
Luego el valor que nos interesa es x = 3

3 6
Por lo tanto, el radio de la base del cono inscrito es © = 5 cm, y la altura es h = 3cm.

Il Ejemplo 14

Determinar las dimensiones del cono de volumen minimo circunscrito a una semiesfera de radio R, de tal forma
que el plano de la base del cono coincida con el de la semiesfera.

Solucién:

Hay que minimizar el volumen del cono circunscrito.
7r
Si el radio de la base del cono es x y su altura es h, su volumen estd dado por: V = §x2h

Gréficamente se tiene:

Haciendo un corte transversal se tiene:
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Podemos utilizar semejanza de triangulo para obtener una ecuacién auxiliar:

B ..
m NABC ~ ANABD
E _ Vh? — R?
I’l x h
de donde x = hiR
2 _— 2
D
R
A X C

Sustituyendo en la ecuacion del volumen del cono:

2 2 3
vl T hR -h:WR _h
3 3 vh? — R? 3 hr-R?

mR® h*(h* —3R?) _wR* h’(h—+3R)(h+V3R)

Vi(h) = 3 (2 —R2)2 3 (hZ — R2)2

Utilizando el criterio de la primera derivada, analicemos cudl valor critico corresponde a un valor minimo:

h  —o00 —V/3R 0 VBR +oo
h? + |+ + ] +
h— V3R - | - +
h+ V3R + ]+ +
Vit |+ | - -]+
V(h) JININ] S

Como V (h) decrece para = € ]0,v/3R[ y crece para x € ]v/3R, +oc[ entonces h = /3R corresponde a un valor

minimo que era lo que nos interesaba. Luego, las dimensiones del cono circunscrito a la esfera son: radio de la



RV3
base ¥ = ——

V2

y altura h = V3R
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