Capitulo 6

Aplicaciones de la Integral

6.1 Introduccion.

En las aplicaciones que desarrollaremos en este capitulo, utilizaremos una variante de la
definicion de integral la cual es equivalente a la que se dio en el Capitulo 3.

Dada una subdivision del intervalo en n partes iguales, cada una de longitud Ax,, nos

podemos aproximar a la integral de la funcion en el intervalo dado mediante sumas
superiores 0 sumas inferiores

n n
k=1 k=1

donde My y my son el minimo y el maximo valor de la funcion en el k-ésimo subintervalo
determinado por la particion.

v

Si consideramos la suma

n
R, = Z f (%, )AX,
k=1
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donde xi es cualquier punto del k-ésimo subintervalo, claramente se cumple:

m, < f(x,)<M, parak=1,2,..n.
Multiplicando por Ax, obtenemos
mAX, < f(x,)AX, <M Ax, parak=1,2,..n.

Sumamos estas n desigualdades

n n n
kaAxk < Z f (X )AX, < Z M AX,
k=1 k=1 k=1

es decir:
| <R <S
pero como
b
lim1, =1ims, =j £ (x) dx
n—oo n—oo
a
entonces
b
lim R :jf(x)dx
Nn—o0
a
es decir

n

b
lim > £ (x,)A%, :jf(x)dx

N—o0

En las aplicaciones de la integral, a menudo el planteamiento de un problema nos conduce a
calcular el limite de una sumatoria como la anterior, la cual identificaremos como la
integral y resolveremos utilizando las técnicas correspondientes.
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Esquemaéticamente y con el fin de tener presente el concepto de integral, podemos resumir
este procedimiento omitiendo el subindice k e intercambiando limite de la sumatoria por
integral y Ax, por dx, es decir,

Iimz —>J X, — X y AX, — dx

6.2 Célculo de Areas

En los siguientes ejemplos encontraremos el area de una regién dada. Dicha region seréa
considerada como el &rea comprendida entre dos curvas, cuyas intersecciones definen el
intervalo que subdividiremos en n partes iguales, a partir de lo cual encontraremos
aproximaciones cuyo limite sera el area buscada. A este limite lo identificaremos como una
integral.

Posteriormente resumiremos este proceso de integracion con la introduccion de
diferenciales de areas y no trataremos explicitamente con las subdivisiones del intervalo de
integracion.

Ejemplo 1. Encuentre el &rea de la regién delimitada por la parabolay = 6 - X vy la recta
y=X

Solucion:

AX
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Primeramente encontraremos los puntos de interseccion, igualando la parabola y = 6 - x*
y larectay = x, para determinar el intervalo de integracion.

6-X=X < X*+x-6=0 < (Xx+3)(x-2)=0
cuyas soluciones son x =-3y x = 2.

Sea P={a,,a,..a,} una subdivision del intervalo [-3, 2] y x, €[a,;.a,] parak =
1,2,..n

El area del rectangulo genérico de base Ax, (el area del k-ésimo rectangulo determinado por
la particion) es:

(6~ X5 — X )AX

Notese que, para encontrar la altura del rectangulo debemos saber cuél es la curva que
queda por arriba y cudl la que queda por abajo.

Un valor aproximado al area buscada es la suma de los rectangulos determinados por la

subdivision:

n
D (6-x¢ —x)A%,
k=1

y el valor exacto del area es el limite de estas aproximaciones, el cual lo identificamos con
una integral:

n

2 3 272
lim (6—Xf—xk)Axk:J‘(6—x2—x)dx= 6x— % _1%
n—oo = % 3 2 B 6

En base a esto, directamente escribimos el area del rectdngulo genérico, al que Ilamaremos
dA, como:

dA = (6 - x* - X)dx

encontrando el area buscada como proceso de integrar esta expresion

2
A:J.(G—x2 —x)dx:1€255
-3
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Ejemplo 2. Encuentre el area de la reg;én delimitada po3r las gréficas de las funciones
y=X y y=X

Solucion:

Para cada x € [0,1], el diferencial de area es:
dA = (- x%) dx

Valor exacto del area:

1 3 Pt
A:j(xz—x3)dx: xoxp 1t 1
3 4

0

Ejemplo 3. Encuentre el area de la region delimitada por las graficas de las funciones
y=x* 'y  y=8-x

Solucién:
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Los puntos de interseccion de las curvas satisfacen
8-X=x* © 2¢=8 o X*=4 & x=+2
El diferencial de area es.
dA = (8 - x* -x%) dx
y el valor del &rea:

2 3 2
'[(8—2X2)dX: gx— X | —2a6-)-%
2 3 | 3’73

Ejemplo 4. Encuentre el area de la region delimitada por las graficas de las funciones
y=x> vy y = 2x X

Solucién:
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Las intersecciones entre estas dos curvas estan dadas por las soluciones de la ecuacion:
C=2x-x o X(XP+Xx-2X)=0 & Xx(X-1)(x+2)=0 < =0, X=1, x3=-2

Nétese que en el intervalo [-2, 0] la curva y = x® se encuentra por arriba de la curva
y = 2x - X*, pasando lo contrario en el intervalo [0, 1].

Asi pues tendremos que encontrar los diferenciales de area correspondientes a cada uno de
estos intervalos y efectuar integraciones por separado.

En el intervalo [-2, O]:
dA; = (% -2x + x%) dx
y en el intervalo [0, 1]:

dA; = (2x - x* - X°) dx
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por lo que el area sera:

0 1
A:j(x3—2x+x2)dx+j(2x—x2—x3):i;
-2 0

Ejemplo 5. Encuentre el 4rea de la regién delimitada por las graficas de la parabola x = y?
y larecta x - 2y -3 =0

Solucién:

Las ordenadas de las intersecciones estan dadas por las soluciones de:
y'=2y+3 < ¥y 2y-3=0 < (y-3)(y+1)=0 < y;=3, y,=-1
siendo los correspondientes valores de x: x; =1, X =9.

Si procedemos como en el ejemplo anterior, tendriamos que calcular el diferencial de area
correspondiente al intervalo [0, 1] y el correspondiente al intervalo [1, 9], siendo éstos:
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dA;=2/xdx vy dAZ:((—X;?’jdx

el valor del area:

AzjzﬁdXJr_i‘((_)(;?’jdX::f

1

El problema que nos condujo a tener que separar en dos integrales se debe a que en toda el
area de integracion no podemos encontrar un rectangulo genérico uniforme, es decir, uno
cuyo extremo superior se encuentre en la funcion de arriba y el extremo inferior en la de
abajo.

Si en vez de considerar diferenciales de area verticales, los tomamos horizontales, si sera
posible encontrar un rectangulo genérico uniforme, solo que tendremos que expresar a
nuestras funciones en términos de y, es decir, tendremos que trabajar con las funciones
inversas correspondientes.

]

Paracaday e [-1, 3]

dA = (2y + 3 - yA)dy

142



y por lo tanto el area es:
3
3 5 32

3
A:I(2y+3—y2)dy: y2a3y— Y | Zg42="¢
° 3 4 3 3

Ejemplo 6. Encuentre el area de la region delimitada por las graficas de las parabolas
2y =x+4 y x=y

Solucion

Como en el ejemplo anterior es mas facil utilizar diferenciales de area horizontales ya que
no es posible encontrar un rectangulo vertical genérico.

Las intersecciones de estas parabolas satisfacen:
2V -4=y & V=4 o y=+2
Asi pues paray € [-2, 2]
dA = (y2 —2y? +4)dy

y el valor del area:
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2 2 3 2
-2 -2 -2

Observe que por la simetria de la region, podemos calcular el area encima del eje X,
integrando de 0 a 1 y multiplicarla por dos, es decir

2 : 3 : 8. 32
Azz_[(y2 _2y2 +4)dy:2J.(—y2 +4)dy:2[—y3+4y} :2(8—5):?
0 0 0
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6.3 Calculo de Volumenes de Sélidos de Revolucién.

En los ejemplos que desarrollaremos a continuacion, utilizaremos el hecho béasico de que un
rectangulo de base dx y altura f(x), como en la figura, al girar en torno al eje x, genera un
cilindro de radio f(x) y altura dx:

f(x) f(x)

N
v

dx

dx

Cuyo volumen es

dV = z[ f (x)] 2dx
En los siguientes ejemplos los diferenciales de volumen seran de esta naturaleza.
Como en el caso del calculo de areas, el volumen del sélido lo obtendremos tomando
limites de aproximaciones que también las identificaremos con integrales. En estos casos,
las aproximaciones al volumen se haran por medio de voliumenes de cilindros, cada uno de
los cuales esta generado por la rotacion de un rectangulo de los que aproximan el area de la
region que lo genera.
A partir de aqui no utilizaremos explicitamente las subdivisiones, sino sélo los elementos

genéricos ( diferenciales de area y de volumen).

Ejemplo 1. Encuentre el volumen del s6lido obtenido al girar en torno al eje x el triangulo
de la figura:

(4.2)

Solucion: Al girar esta region alrededor del eje x, se genera un cono de altura 4 y radio 2
como se muestra en la siguiente figura.
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vV =X/2
=0 |
y PE— p 7 <:'

Aunque solo se dibuja un rectdngulo genérico, debemos pensar que los rectangulos son una
aproximacion al area de la region y que al girar el sistema completo (la region y los
rectdngulos que la aproximan) obtendremos una aproximacion al volumen del sélido
mediante los volimenes de cilindros. El limite de dichas aproximaciones, la integral, nos
daré el volumen del sélido generado.

Para cada x € [0, 4], al girar el rectangulo genérico de la figura de la izquierda, en torno al
eje x, genera el cilindro genérico de la derecha, el cual tiene volumen:

2
dV==ﬂ[Xj dx
2

siendo el volumen

¢ X 4 37" 64z 16
V:Jnx dx:ﬂszdx: G I
172 4 12| 12 3

Lo cual verifica el resultado dado por la conocida formula de la geometria para el volumen
de un cono de altura h y radio r.

Ejemplo 2. Demuestre que el volumen de un cono de radio r y altura h es:

V =17zr2h
3

Solucion:_El cono de altura h y radio r sera generado por la regién de la figura, en la que la
ecuacion de la recta que pasa por (0,0)y (h,r)es

y="x
h
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(h.

h
y=0 P— X "7 —<E

Para cada x € [0, h], al girar el rectdngulo genérico de la figura de la izquierda, en torno al
eje X, se obtiene el cilindro genérico de la derecha, cuyo volumen es:

2
v = ”(rxj dx
h

siendo el volumen total del s6lido de revolucion:

Utilizando este mismo método podemos encontrar volimenes de otros solidos de
revolucion para los que la geometria no proporciona formulas, como el siguiente:

Ejemplo 3. Encuentre el volumen del s6lido obtenido al girar en torno al eje x la parabola
y =x* en el intervalo [0, 1].

Solucion:

y=x* 7

o 7
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Para cada x € [0, 1]
dV = 7z(x%)? dx

y por lo tanto el volumen del solido es:

Ejemplo 4. Encuentre el volumen de una esfera de radio 3.

Solucién:

Para cada x € [-3, 3]

dv :;z(«/9— x? )2 dx

y el volumen de la esfera es
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3 3 3
2 3
V=Iﬁ(w/9—x2) dx=I7z(9—x2)dx=27z[9x—);} =367

-3 -3 0

Lo cual verifica el resultado de aplicar la formula para calcular el volumen de una esfera de
radio r, que nos da la geometria. Con el procedimiento anterior, deduciremos esta formula
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5. Demuestre que el volumen de una esfera de radio r es

V:ﬂyzre’.
3

Solucion:_La ecuacion de la circunferencia de radio r que generara a la esfera de radio r es:
X2 +y2 - r2

Tomando como referencia el dibujo anterior, sélo que considerando la funcién
y = 2 _y2

para cada x e [-3, 3]
2
dV=7z( r2—x2) dx

y el volumen de la esfera es

r ) r 5 r ;
-r 0

-r

Ejemplo 6. Encuentre el volumen del s6lido obtenido al girar en torno al eje y la region
delimitada por el eje y y la recta de la figura.
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(3. 4)

v

Solucion:
Al girar en torno al eje y, esta region generara un cono de radio 3y altura 4.

Obsérvese que en este caso es conveniente utilizar diferenciales horizontales para que al

girarlos entorno al eje y generen cilindros como en el caso anterior. Para hacer esto
debemos tener la ecuacion de la recta en términos de y.

X="1y

v
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Paracaday € [0, 4]

y el volumen del solido es:
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6.4 Trabajo Mecanico.

En esta seccion abordaremos problemas de la fisica cuya solucién se obtiene por medio del
mismo método de subdivisidn, aproximaciones y limite de éstas para resolver finalmente
por medio de integrales.

En los problemas que veremos en esta seccidn, se requiere calcular el trabajo necesario para
vaciar un cierto volumen de agua, la cual se extrae mediante una bomba.

El principio basico que se aplicard en estos problemas, es el hecho de que el trabajo
realizado al mover una particula de materia esta dado por el producto entre la fuerza que
actla sobre dicha particula (que debera ser igual al propio peso) y la distancia que esta
recorre. En el problema que nos ocupa, observe que para bombear del depésito una
particula del liquido, sélo es necesario levantarla hasta el borde ya que desde ese punto la
particula cae libremente por su propio peso. Asi pues el problema se reduce a calcular el
trabajo requerido para levantar sucesivamente todas las particulas del liquido hasta el borde
del recipiente.

Cuando cada particula se levanta hasta el borde, recorre una distancia igual a su
profundidad h, en el recipiente. La fuerza F necesaria para levantar una particula es igual al
producto del volumen V de la particula, la densidad, p del liquido en cuestion y la fuerza de
gravedad g; este producto manejado en las unidades correspondientes nos determina el peso
de la particula, por lo que el trabajo a realizar en el desplazamiento de la particula
hasta el borde del recipiente, estd dado por

W = pgVh

Para calcular el trabajo de vaciar el total de agua, haremos una subdivisién del volumen
total en pequefios volimenes de agua, calcularemos el trabajo para llevar hasta el borde
cada una de ellos, sumaremos estos trabajos obteniendo una aproximacion y
posteriormente, el limite de las aproximaciones (de nuevo la integral) nos dara el trabajo
buscado.

Es conveniente aclarar que la suma de esos trabajos es una aproximacion puesto que cada
volumen de agua contiene particulas a distinta profundidad pero como consideraremos
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volimenes muy pequefios, podemos suponer que todas las particulas se encuentran
aproximadamente a la misma profundidad.

En la siguiente figura el volumen V de agua se encuentra aproximadamente a una
profundidad h

Por lo que el trabajo W para llevarlo al borde sera:
W = pgVh

En realidad la subdivision no la haremos en cubitos como los de la figura anterior sino en
cilindros de altura muy pequefia como se vera en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Encuentre el trabajo que se requiere para vaciar un deposito cilindrico lleno de
agua de 3m. de radio y 8m de altura.

Solucion: Ubiguemos nuestro depésito cilindrico en un sistema de coordenadas con origen
en el centro de la base y el eje y sobre la altura del mismo.

Dividamos el volumen de agua del cilindro en n cilindros de radio 3 y altura
dy = Ay, =3/n, el cilindro genérico mues"Era en la figura.

~_ T8

v




Para cada y e [0, 8], calculamos el trabajo requerido para llevar hasta el borde el volumen
del cilindro de radio 3 y altura dy (diferencial de trabajo dW)

W = p7(3°)dy * g * 8- Y)

Masa (kg) =

H_J

Fuerza (Newtons)

N Y
Y
Trabajo (Joules)

Por lo tanto el trabajo lo obtenemos integrando este diferencial:

8 2 8
W = j 979 (8- y) dy =909 [sy - yz} — 9700 624 — 28870y Joules.
0 0

Observacion: Las unidades de trabajo son Joules, pues las unidades de fuerza son N =
Newton ( p y g expresadas en kg/m® y m/seg?, respectivamente).

Ejemplo 2. Encuentre el trabajo que se requiere para vaciar un depdsito cilindrico de 3m.
De radio y 8m de altura si se encuentra a la mitad de su capacidad.

Solucion: Se trata del depoésito del problema anterior solo que el nivel del agua se
encuentra a 4 m de la base.

R — i L. - . Nivel del agua

dy

v
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El diferencial de trabajo sera el mismo que en el problema anterior y sé6lo cambiara el
intervalo de integracion a [0, 4], ya que consideraremos las rebanadas cilindricas hasta la
altura 4.

Paracaday € [0, 4]
dW =979 (8 — y) dy
y por lo tanto el trabajo sera:

2

4 4
W = JQﬁpg (8—y)dy =979 {Sy — y} =97pQ 48 =2167pg Joules.

’ 2 |, 2
Observacion: Notese que aungue el volumen de agua es la mitad del ejemplo anterior, el
trabajo para vaciarlo no difiere gran cosa del trabajo realizado cuando esta lleno; esto se

debe a que las particulas desde la base hasta la mitad de la altura estdn a una mayor
profundidad que las de la otra mitad y por lo tanto "cuesta mas trabajo" sacarlas.

es decir, el diferencial de trabajo sera el mismo que en el problema anterior y sélo cambiara
el intervalo de integracion a [0, 4].

Ejemplo 3. Encuentre el trabajo que se requiere para vaciar un deposito cénico lleno de
agua, de 2m de radio y 5m de altura.

Solucion:
A
(2,5)
—5

&

N dy
=2y

5

De nuevo ubicamos el depdsito cilindrico con su vértice en el origen, encontramos la
ecuacion de la recta que pasa por el origen y por el punto (2,5) (perfil del cono)
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y=>x
2

y entonces el radio del cilindro genérico es x :i y, obteniendo pues para caday € [0, 5]

2
dvvzzz(zsyj dys peges-y)

y el trabajo:
( 2y\? apg | ampg (5y° y*) 25

wzj Yl 5-y)d :’Tjsz— Sy = TR Y Y | 22 Joules
Omﬂ(sj (5-y)dy T 0(y y)y 53 4 3mm

Ejemplo 4. Encuentre el trabajo que se requiere para vaciar un depdsito conico lleno de
agua, de 2m de radio y 5m de altura, si se encuentra a la mitad de su capacidad.

Solucién:

Nivel del agua 5y

v

Como en el caso anterior tendremos que integrar el mismo diferencial, s6lo que el intervalo
de integracion sera desde 0 hasta la altura correspondiente a la mitad de la capacidad del
cono.

Tenemos pues que encontrar el valor de h para el cual el cono correspondiente tiene

. 10 . -
volumen igual a Tﬁ que es la mitad del volumen del deposito.
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Es decir, tenemos que encontrar el valor de h para el cual

2
NI
3 5 3

siendo este valor h=3 /3(735 =3.9685

Asi pues, el trabajo buscado es:
3.9685

2
W= j ﬂpg[ZSyJ (5— y)dy = (6.7454) p Joules.
0

Ejemplo 5. Encuentre el trabajo que se requiere para bombear el agua de un tanque
semiesférico lleno de agua, si el radio mide 3 m.

Solucion:

v
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Si ubicamos el deposito como en la figura, la ecuacion de la circunferencia de radio 3 y
centro en el punto (0, 3) (perfil del dep6sito) es:

x?+(y-3)?=9
Desarrollando
x> +y>-6y=0

Para cada y [0, 3], despejando x obtendremos el radio del cilindro genérico

Xx=1/6y -y’

Asi pues el diferencial de trabajo es
aw — /6y~ y?fayegepea-y)
y el valor del trabajo
3
W = [ zpg(6y - y1)(3- )y
la cual puede integrarse facilmente r;ediante el cambio de variable

u=6y-y = du=(6-2y)dy = du=2(3-y)dy

2 AY:
Joy-yira- oy =3 Judu=tp e B2 e

3 2\2 3
wzjﬂpg(esy—yz)(s-y)dy{ﬂpg (6y‘4y) } =81’;/’9 Joules
0 0
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6.5 Presion Hidrostatica.

En esta aplicacion de la integral abordaremos el problema de determinar la presion con la
que un liquido actta sobre una pared vertical, o sobre una de las paredes del recipiente que
lo contiene.

Los principios basicos se detallan a continuacién
Presién sobre una superficie horizontal

El caso mas sencillo seria el de determinar la presion con la que el agua actta sobre el
fondo de un recipiente lleno de agua. En este caso y en general para una superficie plana
horizontal bajo el agua, una ley de la Hidrostatica nos dice que la presion del agua sobre
ella es igual al peso de la columna de agua que soporta, es decir, de una columna de agua
que tiene esta superficie como base y cuya altura es la profundidad a la que se encuentra
sumergida dicha superficie. Como se trata de agua, cuyo peso especifico es 1, el peso de
esta columna numéricamente es igual al volumen.

Presién sobre una superficie no horizontal.

Si la superficie sumergida no estd horizontal, entonces los diversos puntos de ella se
encuentran a diferentes profundidades y no podemos hablar de la profundidad de sumersion
de la superficie como un todo. Pero, si esta superficie es muy pequefia, entonces es posible
hacer calculos aproximados, suponiendo que todos sus puntos estdn a una misma
profundidad, la cual es considerada como la profundidad a la que se encuentra la superficie.

Trataremos pues con este tipo de superficies planas muy pequefias y para determinar la
presion sobre ella, imaginemos que se hace girar la superficie alrededor de uno de sus
puntos, como si se tratara de una hoja de persiana, hasta que la superficie toma una
posicidn horizontal. Como la presion en un punto se transmite en todas direcciones con la
misma intensidad y sélo depende de la profundidad, y la superficie es muy pequefia, al
girar, todos sus puntos se mantienen aproximadamente a la misma profundidad, por lo que
la presion sobre ella no variard sensiblemente con la posicion de giro y por lo tanto
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podemos considerar que la superficie se encuentra en posicion horizontal y calcularle a esta
la presion.

Ejemplo 1. Determinar la Fuerza (Presién Hidrostatica) con la que el agua actda sobre la
pared frontal del siguiente recipiente lleno de agua de la figura.

— & —

Solucién: Ubiquemos la pared frontal en un sistema coordenado.

4-y {
y dy

Para cada y e [0, 4], consideremos el pequefio rectangulo de largo 8 y altura dy, el cual se
encuentra a una profundidad (4 - y). En base a la discusién anterior, la fuerza con la que el
agua actla sobre ella serd aproximadamente igual a la fuerza con que actuaria sobre el
mismo rectangulo pero en posicion horizontal, es decir, el diferencial de Fuerza sera:

dF =8edye(4-y)

y por lo tanto el valor total de la Fuerza:

4 4
F- J'8(4— y)dy = j(sz ~8y)dy = [32y - 4y? ]} =128 64 = 64 unidades de fuerza.
0 0

Ejemplo 2. Determinar la presion con la que el agua actia sobre una placa triangular, como
la de la figura, sumergida verticalmente en agua.
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Solucion. Paracaday e [0, 5],

y la fuerza total:
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10.

EJERCICIOS

Encuentre en cada caso el area de la region comprendida entre las curvas:

1) y=x*-1, y-2x+1=0. 2)x=y*, x-3y-4=0.
3)x=y2, 4y2:X+2. 4)y2=5-x,y2:x+6
5)x=y*, x+2y-3=0 6)x=y>9 ,x-y-3=0.

Encuentre en cada caso:
El volumen de una esfera de radio r

El volumen de un cono de radio r y altura h, como sélido de revolucién alrededor
del eje x.

El volumen de un cono de radio r y altura h, como sélido de revolucion alrededor
del eje x.

El volumen de un cono de radio r y altura h, como sélido de revolucion alrededor de
larectax =2

El volumen del sélido obtenido al girar en torno al eje x, la region comprendida
entre las graficasdey =x°+ 1,y =0, x=-1yx=1.

El volumen del solido obtenido al girar en torno a la rectay = 3, la region
comprendida entre las graficas dey =x2 +2,y=05x +1,x =0y x = 1.

El volumen de un cono truncado de radio mayor 6, radio menor 3, y altura 8, como
solido de revolucion alrededor del eje .

El volumen de un cono truncado de radio mayor R, radio menor r, y altura h, como
solido de revolucion alrededor del eje x.

El volumen obtenido al girar en torno al eje y la region acotada por y* = 8x en [0,2].

El volumen obtenido al girar en torno a la recta x = 1 la regién acotada por y = x +
4 en[-4,1].
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I11.  Resuelva los siguientes problemas de trabajo mecanico:

a) Encuentre el trabajo requerido para vaciar un tanque cilindrico lleno de agua, de 6
m de radio y 12 m de altura.

b) Encuentre el trabajo requerido para vaciar el tanque del problema anterior, si se
encuentra a la tercera parte de su capacidad.

c) Encuentre el trabajo requerido para vaciar un tanque conico lleno de agua, de 5 m
de radio y 10 m de altura.

d) Encuentre el trabajo requerido para vaciar el tanque del problema anterior, si se
encuentra a la tercera parte de su capacidad.

e) Encuentre el trabajo requerido para vaciar el tanque del problema anterior, si se
encuentra a la mitad de su capacidad.

f) Encuentre el trabajo requerido para vaciar un tanque semiesférico de 8 m de radio,
si se encuentra lleno de agua.

g) Un canalén de 8 m de largo cuyos extremos son triangulos equilateros de 2 m de
ancho, esta lleno de agua. Calcule el trabajo que se requiere para extraer toda el
agua por encima del borde.

h) Un resorte tiene una longitud natural de 25 cm. Si una fuerza de 350 dinas se
requiere para mantenerlo estirado 5 cm, ¢Cual es el trabajo realizado al estirar el
resorte de su longitud natural hasta una longitud de 32 cm.

i) Un elevador de carga (montacargas) que tiene una masa de 1500 kg esta sostenido
por un cable de 4m de largo y una densidad lineal de masa de 7 kg por metro lineal.
Calcule el trabajo que se requiere para subir el ascensor 3m enrollando el cable en
un torno.

J) La fuerza (en dinas) con la que dos electrones se repelen es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia (en cm) que los separa. Calcule el trabajo
realizado al mover un electron a lo largo del eje x desde el origen hasta el punto
(3,0) mientras otro se mantiene fijo en el punto (5,0).

3. Resuelva los siguientes problemas de fuerza ejercida por liquidos.
a) Un acuario de vidrio tiene una longitud de 1 m y extremos cuadrados de 30 cm de lado

y esta lleno de agua. Calcule la fuerza ejercida por el agua sobre: un lado, sobre un
extremo y sobre el fondo.
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b) Suponga que uno de los extremos cuadrados del acuario del ejercicio anterior se divide

en dos partes mediante una diagonal. Calcule la fuerza ejercida en cada una de las
partes.

c). Determine la fuerza con la que el agua actGa sobre una placa en forma de triangulo con
el vértice hacia arriba, como se muestra en la figura:

(-2,3) (5,4)

v

c) Encuentre la fuerza con la que el agua actda sobre una placa semicircular de radio 4
sumergida en agua, como se muestra en la figura:

v

d). Demuestre que la fuerza con la que le agua actta sobre una placa en forma de triangulo
isdsceles con vertice hacia abajo, de base b y altura h es:

e) ). Demuestre que la fuerza con la que le agua actta sobre una placa en forma de triangulo
isosceles con vértice hacia arriba, de base b y altura h es

164



	Introducción
	Cálculo de Áreas
	Vólumenes de sólidos de Revolución
	Trabajo Mecánico
	Presión Hidróstatica
	Ejercicios

