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Resumen

En este trabajo se pretende motivar el uso de los recursos del Internet para su aplicacion en el aula,
en particular en los cursos de Célculo que se imparten en las carreras de Ciencias e Ingenieria.

Con el objetivo de desarrollar en los estudiantes habilidades de exploracion, descubrimiento y
conjetura, se disefian Applets de Java para el estudio de los temas de Funciones y Derivacion que,
mediante la visualizacidn dinamica, ayudaran al estudiante en la articulacion de las representaciones
Grafica, Numérica y Simbolica de funciones y derivadas. El software utilizado es el Applet
“Descartes™, propiedad del Ministerio de Educacién y Cultura de Espafia, el cual es configurable y
puede insertarse en paginas Web, permitiendo la interactividad a través del Internet.

Introduccion

En la Universidad de Sonora se implementa un nuevo modelo educativo con el objetivo de
centrar el proceso de ensefianza-aprendizaje en el estudiante, y no en el maestro, fomentando el
descubrimiento y construccién del conocimiento, en oposicion a la tendencia predominante de
solo transferencia de conocimientos. En este contexto, el Departamento de Matematicas ha
impulsado un “Proyecto de seguimiento del curso de Célculo Diferencial e Integral | en la
Division de Ingenieria”, teniendo como uno de sus objetivos el disefio de actividades didacticas,
creando para ello ambientes computacionales de aprendizaje en los que la interactividad con la
computadora permita al alumno verificar sus resultados, explorar de manera grafica, numérica y
simbdlica, detectar patrones de comportamiento y conjeturar sobre lo visualizado, todo ello como
una preparacion para acceder a un enfoque mas abstracto. En este trabajo se presenta un conjunto
de Applets con actividades interactivas para el laboratorio de computo, las cuales pueden ser
utilizadas también a través del Internet. Los Applets utilizados en este trabajo pueden ser
consultados en http://www.mat.uson.mx/eduardo/calculol. Cabe mencionar que, por Ilo
restringido de este espacio, s6lo se mencionan lineas generales para que el profesor disefie sus
propias actividades.

En la primera seccion se presenta un “Graficador de Funciones” que permite la
graficacion de familias de funciones, mediante el uso de parametros. También se presentan
propuestas de actividades a desarrollar por el estudiante, principalmente aquéllas que permitan el
transito del registro grafico al simbodlico, es decir, desarrollar en el estudiante las habilidades
necesarias para reconocer la expresion analitica que corresponde a una grafica dada.

En la segunda seccidn se presenta un “Trazador de Derivadas” que, para ilustrar el
concepto de derivada, muestra de manera grafica y numérica las pendientes de secantes y
tangentes, asi como la gréfica de la funcién derivada. Con las habilidades desarrolladas en la
seccion anterior, el alumno sera capaz de conjeturar y descubrir las expresiones analiticas de las
derivadas de las principales funciones del Célculo.
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En  descartes.cnice.mecd.es/materiales_didacticos/Funcion_derivada Tellechea/index.htm
puede encontrarse un tratamiento muy extenso del tema, con una version anterior del software.
Sin embargo en este trabajo, que utiliza la version mas actualizada de Descartes, se presentan
actividades que, al incorporar las nuevas capacidades del software, incrementan notablemente la
potencia del programa, permitiendo una mejor interactividad, que redundard en un mayor
aprovechamiento por parte del estudiante.

Es conveniente observar que existen otros programas informaticos que permiten disefiar
actividades como las que aqui se presentan, pero con mas restricciones y sin la capacidad de
poder insertarse en paginas Web y ser consultados e interactuar con ellas a través del Internet. El
Applet Descartes cuenta con estas capacidades, ademas de ser mas versatil en el sentido de que, a
diferencia de los otros programas, permite configuraciones generales, es decir; el disefio de una
actividad con una funcion dada se mantiene con el s6lo hecho de cambiar la expresion de la
funcion, permitiendo la exploracion en un universo muy amplio de funciones.

1. Graficacion de Funciones
En esta primera seccion se presenta al estudiante un Applet como el de la figura 1, que permite
visualizar hasta cinco funciones simultaneamente.
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Figura 1

Basta teclear en cada casilla, la ecuacion de la forma y = f(x) y oprimir “Enter” para
obtener su gréfica. EI Applet dispone de cuatro parametros a, b, ¢ y d, modificables en pantalla,
para graficar familias de funciones, como por ejemplo las de la forma y = af (b(x—c)) +d
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En la figuras 2 y 3 se muestran funciones de la forma y = a(x—b)? + ¢ para valores a = -
05,b=3y c=2,asicomo y=asen(b(x—c))+dconvaloresa=3,b=2,c=1y d=-1
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Figura 2 Figura 3

Con el fin de conocer el efecto que ocasiona la modificacion de los parametros de la
funcion y =a(x—b)? +c sobre su gréfica, se interactia con el Applet, descubriendo que la
gréfica es una parabola, que se abre hacia arriba ( a>0) o hacia abajo (a<0), dependiendo del
signo de a, y que tiene el vértice en el punto (b, ¢). Ademas, podra observarse que, Si \a\ <1, la

parabola es més abierta que y = X° y, si \a\ >1,es mas cerrada.

Una vez explorado lo anterior, se aborda el proceso inverso: dada la grafica de una
parabola que pasa por un punto dado y con vértice conocido, el alumno determinara su expresion
analitica.

Anélogamente, en el caso de la funcion senoidal, el alumno descubrird mediante una
exploracion libre, el efecto de modificar cada uno de los parametros sobre la grafica de la curva
y, a la inversa, dada la gréafica de una onda senoidal, determinara su expresion analitica.

En las figuras 4 y 5 se muestra el tipo de problemas a resolver. Al estudiante se le
presentan las gréaficas y debe obtener las expresiones analiticas respectivas.

Problema: Encuentre la ecuacion de la parabola Problema: Encuentre la expresion analitica de
con vértice en (-1, -2) y que pasa por (0, 1). una onda senoidal de periodo 5y amplitud 2.

f(x)= Zsen(zgx)

f(x)=3(x+1)%-2 \ /\

Figura 4 Figura5
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También se podra interactuar con un Applet tomado de http://descartes.cnice.mecd.es que
permite al alumno evaluar su desempefio, calificAndole aciertos y errores como se muestra en la
figura 6.

PARABOLAS.
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Figura 6

2. Derivacion de Funciones

Como apoyo al aprendizaje del concepto de derivada, se presenta el Applet denominado
“Trazador de Derivadas”, el cual permite la articulacion de las representaciones gréfica,
numérica y simbolica que seran de gran ayuda en la comprension de dicho concepto.
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Figura 7
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El Applet muestra la grafica de f(x)=x? y la recta secante que pasa por los puntos de

abscisas x=1 y x+h=25. También se muestra, en la parte superior izquierda, el valor
numérico de la pendiente de dicha recta. Es posible modificar en pantalla la expresién analitica
de la funcion, asi como los valores de x y h, para observar las correspondientes modificaciones
gréaficas y numéricas.

Utilizando el control “Paso”, podemos hacer un recorrido grafico de la construccion de la
funcién derivada, mediante la siguiente secuencia:
1. En “Paso = 0” se muestra el Applet como en la figura 7

2. En *Paso = 1”, como se aprecia en la figura 8, se muestra el valor de la pendiente de
la recta secante como el valor correspondiente a la longitud del cateto opuesto AB, a
partir de un triangulo rectangulo de cateto adyacente unitario, ademas del célculo
numérico de la pendiente. Si hacemos tender h a cero, la secante se aproxima a la
tangente y para h = 0.000001, el Applet muestra a la recta como tangente v,
numéricamente, la pendiente como la derivada, como se aprecia en la figura 9. Este
ultimo efecto puede lograrse tambien oprimiendo el boton “Lim h —0”.

3. En “Paso = 27, se traslada el segmento AB, como en la figura 10. La ordenada del
punto P, representa la pendiente de la recta secante. Al mover el punto X, el punto P
deja una traza que describe, punto a punto, la funcion pendiente de secantes.

4. En “Paso = 3", el punto P deja una traza ininterrumpida, como en la figura 11, y por
supuesto que, si h es “muy pequefia”, podemos considerar esta traza como la
correspondiente a la funcion pendiente de tangentes, es decir, la funcién derivada.

5. En “Paso = 4", se oculta el trazador, mostrandose solamente la funcién y su derivada,
en forma gréafica y numeérica (figura 11). Este ultimo efecto puede lograrse oprimiendo
el botdn “Ver graficade f” ”.
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Como puede apreciarse, esta herramienta permite visualizar tanto el valor numérico de la
derivada en un punto dado, como la gréafica de la funcion derivada (figura 11). En este sentido,
pueden disefiarse actividades guiadas para que el alumno reconozca las expresiones numéricas y
gréficas que le permitan obtener las correspondientes representaciones analiticas.

Por ejemplo, como se observa en la figura 12, en la interactividad con el Applet, el
alumno descubrira que la derivada de la funcion f(x) = x> —3x?+x+2 es una parabola con

vértice en el punto (1, -2) y pasa por el punto (0, 1). De lo estudiado en la seccion 1, se obtiene

que f'(x)=3(x—-1)2 -2, es decir: (;j(x3 —3x% +x+2) =3x* —6x+1.
X

También descubrird, como puede apreciarse en la figura 13, que la derivada de la funcion
f(x) =sen(2x) es una onda senoidal del mismo periodo, desplazada z/2 unidades a la

izquierda y de amplitud 2, obteniéndose f'(x) =2cos(2x), es decir: O(Ijsen(Zx) = 2c0s(2x) .
X

Haciendo uso del paso 2 del trazador, podemos representar numéricamente en una tabla
los valores puntuales de la derivada de f(x) =Inx, y conjeturar que el valor de la derivada en

cada punto, es el reciproco del punto dado, es decir: : Inx = 1 . Enla figura 14, f'(0.5)=2.
X X
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Figura 12 Figura 13 Figura 14

Es importante observar que estos Applets permitiran a los profesores, de acuerdo a su
experiencia, disefiar sus propias actividades guiadas que conduzcan al estudiante al aprendizaje
de otros temas del Calculo Diferencial, como por ejemplo, el uso de la derivada para determinar

regiones de monotonia y concavidad, asi como descubrir visualmente los criterios de maximos y
minimos.

Conclusiones

En el estudio de la derivada, es de suma importancia la graficacion para visualizar su
interpretacion geométrica. Con el aprovechamiento de las capacidades de la computadora,
podemos ir mas alld de la graficacion tradicional, logrando que el dinamismo de las
representaciones graficas nos arroje nueva luz y nos permita descubrir algunas propiedades de la
derivada, asi como obtener las representaciones analiticas de las derivadas de las mas importantes
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funciones del Calculo. Ademas, es posible avanzar en el descubrimiento de algunas reglas de
derivacion, como la Regla de la Cadena.

Actividades como las que aqui se proponen, permiten generar vinculos entre lo visual y lo
simbolico, desarrollando en el alumno habilidades de exploracion, descubrimiento y conjetura,
esenciales para que un ambiente computacional pueda considerarse significativo en el aprendizaje
de las matematicas.
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