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Introducci�on

En matem�aticas, uno de los problemas principales consiste en clasi�car los

objetos de estudio. Para ello, generalmente se de�ne una noci�on de equi-

valencia |dependiendo de las propiedades que nos interesen| entre dichos

objetos y un problema fundamental consiste en, dados dos objetos, determi-

nar si �estos son equivalentes o no. Por ejemplo, en geometr��a plana, si las

propiedades que nos interesan son el tama~no y la forma, la noci�on de equiva-

lencia estar��a dada por el concepto de congruencia, as�� dos objetos (pol��gonos

por ejemplo) ser�an equivalentes si y s�olo si �estos son congruentes, es decir,

si tienen la misma forma y tama~no. Si lo que nos interesa es �unicamente

la forma, la noci�on de equivalencia ser�a la de semejanza y de esta manera,

dos objetos ser�an equivalentes, si son proporcionales, no importando as�� su

tama~no.

En el caso de la topolog��a, la noci�on de equivalencia es la de homeomor-

�smo: dos espacios topol�ogicos son homeomorfos (o equivalentes) si existe
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entre ellos una aplicaci�on invertible (homeomor�smo), donde ella y su inver-

sa sean continuas. Intuitivamente, esto quiere decir que podemos \deformar

continuamente" uno de los espacios hasta obtener el otro. El problema de

determinar si dos espacios son homeomorfos o no, utilizando directamente

la de�nici�on de homeomor�smo, puede ser muy dif��cil. Para probar que son

homeomorfos, tenemos que dar un homeomor�smo entre ellos, lo cual puede

ser nada f�acil. Por otro lado, para probar que no lo son tenemos que de-

mostrar que no existe ning�un homeomor�smo entre ellos, lo cu�al puede ser

a�un m�as dif��cil. Otra forma m�as f�acil de atacar el problema, consiste en bus-

car propiedades de los espacios topol�ogicos que se preserven bajo homeomor-

�smo, de esta manera, si uno de los espacios posee dicha propiedad y el otro

no, entonces no pueden ser homeomorfos. Ejemplos de dichas propiedades

son la conexidad y la compacidad. Para el lector interesado en m�as detalles

y en las de�niciones formales recomendamos [2, 15].

Ve�amos algunos ejemplos de esta t�ecnica. Usando el concepto de com-

pacidad podemos ver que la recta real R y el c��rculo unitario S
1 no son

homeomorfos, ya que S1 es un espacio compacto, lo que equivale a decir que

como subconjunto del plano euclideano es cerrado y acotado, mientras que R

no es compacto por no ser acotado. Ahora usemos el concepto de conexidad.

Intuitivamente, el que un espacio sea conexo signi�ca que conste de un s�olo

\pedazo". Denotemos por Rn al espacio euclideano n-dimensional. Ve�amos

que R y Rn , con n � 2, no son homeomorfos. A primera vista, parece que

la conexidad no nos ayuda a probar nuestra a�rmaci�on, ya que ambos, R

y R
n son conexos, pero nos valemos del siguiente truco: supongamos que

existe un homeomor�smo � entre R y Rn , si quitamos un punto p de R y su

imagen bajo � en Rn entonces seguiremos teniendo un homeomor�smo entre

R n fpg y Rn n f�(p)g. Esto es imposible, ya que al quitarle un punto a R

�este se separa en dos \pedazos", es decir, deja de ser conexo, mientras que

R
n menos un punto no se separa. Por lo tanto, concluimos que no puede

existir un homeomor�smo entre dichos espacios. Sin embargo, �esta t�ecnica

no sirve para ver en general que Rn y Rm , con n 6= m y n;m � 2, no son

homeomorfos, ya que Rn nfpg es siempre conexo para n � 2. Para ello fueron

necesarias nuevas t�ecnicas. La b�usqueda de dichas t�ecnicas di�o origen a la

topolog��a algebraica.

La idea principal en topolog��a algebraica es la de invariante topol�ogico,

la cual consiste en que a cada espacio topol�ogico X se le asocia un objeto

algebraico h(X) (grupo, espacio vectorial, m�odulo, etc.) y a cada funci�on

continua f entre dos espacios topol�ogicos X e Y , se le asocia una funci�on
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h(f) : h(X) ! h(Y ) que preserva la estructura algebraica en cuesti�on (ho-

momor�smo), de tal manera que si X e Y son homeomorfos, entonces h(X)

y h(Y ) son isomorfos, es decir, equivalentes como objetos algebraicos. Por lo

tanto, si dos espaciosX e Y son tales que h(X) 6= h(Y ), es decir, sus invarian-

tes topol�ogicos son distintos, entonces X e Y no pueden ser homeomorfos.

Algunos ejemplos de invariantes topol�ogicos son: los grupos de homotop��a,

los grupos de homolog��a y los anillos de cohomolog��a.

En las secciones subsiguientes, describiremos algunos de estos invariantes.

En primer lugar, al primer grupo de homotop��a, tambien conocido como el

grupo fundamental, el cu�al nos permitir�a demostrar que R2 y Rn , con n > 2

no son homeomorfos. Otro invariante que mencionaremos ser�a el anillo de

cohomolog��a singular, con el cu�al �nalmente es posible demostrar que Rn y

R
m , con n 6= m, no son equivalentes como espacios topol�ogicos.

Los invariantes topol�ogicos no s�olamente sirven para ver si dos espacios

topol�ogicos son equivalentes o no, combinando los diferentes invariantes me-

diante algunas t�ecnicas desarrolladas en topolog��a algebraica es posible de-

mostrar numerosos resultados sobre los espacios topol�ogicos y las aplicaciones

continuas entre ellos. Un ejemplo de �esto es el Teorema de Borsuk-Ulam.

Desde su soluci�on por K. Borsuk [4] en los 30's, tras una conjetura de S.

Ulam, ha cautivado a los matem�aticos por m�as de 70 a~nos.

En la formulaci�on cl�asica, el Teorema de Borsuk-Ulam establece que dada

una funci�on continua f : Sn ! R
n existe un punto x0 2 S

n tal que f(x0) =

f(�x0), donde S
n denota a la esfera n-dimensional (los puntos en R

n de

norma 1) y �x0 es el punto ant��poda de x0 en la esfera. Hemos escogido este

ejemplo por las siguientes razones:

� Es un resultado b�asico de topolog��a que, a pesar de su sorprendente

conclusi�on, es f�acil convencerse de su veracidad, pues su demostraci�on

en el caso n = 1 es elemental, s�olo se necesita el Teorema del valor

intermedio del c�alculo para entenderla.

� Por otro lado, el caso general n > 1 requiere t�ecnicas de topolog��a

algebraica y su demostraci�on ilustra claramente, el uso de cada una de

ellas y como se combinan para dar el resultado deseado.

� Es un resultado muy importante, pues ha tenido in
uencia en nu-

merosas ramas de las matem�aticas, lo que ha dado origen a diversas
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generalizaciones en muchos sentidos, siendo en la actualidad un campo

activo de investigaci�on.

De la formulaci�on del Teorema de Borsuk-Ulam presentada, podemos ob-

servar que lleva impl��cito un teorema de existencia de soluciones para sistemas

de ecuaciones que cumplan cierta \simetr��a". De aqu��, que este teorema haya

tenido un desarrollo formidable en la teor��a de ecuaciones. Otro aspecto del

teorema es la presencia de \simetr��a" con respecto a la funci�on continua f ,

la cu�al tiene una formulaci�on moderna en las t�ecnicas de \espacios con ac-

ciones de grupos". Tambi�en existen versiones y generalizaciones del teorema

en este contexto. Actualmente existen mas de 500 art��culos que llevan una

variante del Teorema de Borsuk-Ulam, y a�un se siguen escribiendo versiones

del mismo. Incluimos una breve bibliograf��a para bene�cio del lector.

El presente trabajo esta organizado de la siguiente forma: en la secci�on 1

enunciamos dos versiones del Teorema de Borsuk-Ulam, probamos su equi-

valencia y damos su demostraci�on para el caso n = 1. Posteriormente, en la

secci�on 2 damos los rudimentos del grupo fundamental. En la secci�on 3 de�-

nimos los espacios cubrientes y presentamos sus principales propiedades. A

continuaci�on, en la secci�on 4 mencionamos algunas caracter��sticas de la coho-

molog��a singular y en la secci�on 5 proporcionamos una prueba del teorema.

Finalmente, en la secci�on 6 damos algunos ejemplos de trabajos que han ge-

neralizado el Teorema de Borsuk-Ulam en diversas ramas de las matem�aticas.

Hacemos �enfasis en que mas que proporcionar una prueba nueva del teo-

rema, el objetivo principal de estas notas es proporcionar un ejemplo de como

se usan las t�ecnicas de topolog��a algebraica en un caso espec���co.

1 Teorema de Borsuk-Ulam

En estas l��neas veremos la versi�on cl�asica del teorema y una formulaci�on

equivalente del mismo.

Teorema de Borsuk-Ulam. Sea f : Sn! R
n continua, entonces existe x0

en Sn tal que f(x0) = f(�x0), donde �x0 denota la ant��poda de x0:

Este teorema puede ser replanteado de la siguiente manera:

Teorema. Sea f : Sn ! R
n continua, tal que �f(x) = f(�x) para toda x

en Sn (i.e., f es una funci�on que conmuta con la ant��poda). Entonces existe

x0 2 S
n tal que f(x0) = 0.
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En efecto:

Sea f : Sn ! R
n continua, tal que �f(x) = f(�x) para toda x en S

n.

De�nimos g : Sn ! R
n como g(x) = f(x) � f(�x), asi g es continua y por

el teorema de Borsuk-Ulam existe x0 2 S
n tal que g(x0) = g(�x0), es decir,

f(x0)� f(�x0) = f(�x0)� f(x0). Esto implica que 2f(x0) = 2f(�x0); pero

por hip�otesis f(�x0) = �f(x0); as�� f(x0) = f(�x0) = �f(x0); por lo tanto

f(x0) = 0.

Rec��procamente, sea f : Sn! R
n continua. De�nimos g : Sn! R

n como

g(x) = f(x)�f(�x); g es continua y satisface �g(x) = g(�x), pues g(�x) =

f(�x)� f(x) = � [f(x)� f(�x)] = �g(x). Entonces existe x0 2 S
n tal que

g(x0) = 0, es decir, f(x0)� f(�x0) = 0 . Esto implica que f(x0) = f(�x0).

Obteniendo as�� el Teorema de Borsuk-Ulam.2

A continuaci�on probaremos el enunciado equivalente al teorema de Borsuk-

Ulam para el caso n = 1:

Teorema. Sea f : S1 ! R
1 continua, tal que �f(x) = f(�x) para toda

x 2 S1. Entonces existe x0 2 S
1 tal que f(x0) = 0.

Demostraci�on. Supongamos que f(x0) > 0, entonces f(�x0) < 0, ya que

�f(x0) = f(�x0):

Por otro lado, S1 es conexo y f es continua, lo que implica que f(S1) es

conexo en R; pero los conjuntos conexos en R son los intervalos, por lo que

f(S1) es un intervalo. Ahora, debido a que f(x0) > 0 y f(�x0) < 0, existe

y 2 S1 tal que f(y) = 0 (Teorema del valor intermedio).

El caso f(x0) < 0 es an�alogo; por lo tanto, el Teorema de Borsuk-Ulam

es v�alido para n = 1.

Notemos que la demostraci�on anterior se bas�o esencialmente en el orden

de R, orden que perdemos para n > 1; para probar este �ultimo caso se utilizan

algunas t�ecnicas de topolog��a algebraica. A continuaci�on daremos una breve

introducci�on al Grupo Fundamental y a la Teor��a de Espacios Cubrientes.

2 Grupo Fundamental

Dado un espacio topol�ogico X, este invariante se basa en el estudio de fun-

ciones continuas f : [0; 1] ! X tal que f(0) = f(1) = x, con x 2 X, a las
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cu�ales llamaremos lazos con punto base x. De�nimos un producto en este

tipo de funciones de la siguiente manera:

(f � g)(t) =

8<
:

f(2t) 0 � t � 1

2

g(2t� 1) 1

2
� t � 1

Decimos que dos lazos f; g : [0; 1]! X con punto base x son equivalentes, si

existe una funci�on continua F : [0; 1]� [0; 1]! X tal que

F (t; 0) = f(t) y F (t; 1) = g(t) para t 2 [0; 1]

F (0; s) = f(0) y F (1; s) = f(0) para s 2 [0; 1]

y en este caso diremos que f es homot�opica a g y lo escribimos F : f � g.

Donde � es una relaci�on de equivalencia.

Denotemos por �(X; x) el conjunto de clases de equivalencia de lazos con

punto base x 2 X. Se de�ne el producto de clases como

[f ] [g] = [f � g]

Es f�acil veri�car que este producto no depende de los representantes de las

clases.

Se demuestra que �(X; x) con la operaci�on anterior es un grupo, donde el

elemento neutro es la clase de equivalencia del lazo constante �(t) = x para

t 2 [0; 1]; y el inverso de [f(t)] 2 �(X; x) es [f(1� t)]. Este grupo recibe el

nombre de Grupo Fundamental de X con punto base x.

Si X es conectable por trayectorias se prueba que su grupo fundamental

es independiente del punto base. Es decir, si x, y 2 X; entonces �(X; x) '

�(X; y).

De esta manera, al espacio topol�ogico X se le ha asociado el grupo

�(X; x). Ahora, a una funci�on continua ' : X ! Y le vamos a asociar

un homomor�smo de grupos '# : �(X; x) ! �(Y; '(x)) de la siguiente

forma:

'#([f ]) = ['f ]

Esta asignaci�on satisface las siguientes propiedades:
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� Si ' : X ! Y y  : Y ! Z son funciones continuas; entonces, ( ')# =

 #'#.

� Si 1 : X ! X es la identidad, entonces 1# es el homomor�smo identi-

dad.

En lenguaje categ�orico, las propiedades anteriores signi�can que el grupo

fundamental es un funtor covariante de la categor��a de espacios topol�ogicos

punteados en la categor��a de grupos.

He aqu�� algunos ejemplos primordiales:

1. Si X es el espacio que consta de un punto, �(X; x) es el grupo trivial,

es decir, el grupo que consta de un solo elemento, m�as a�un si X es el

disco unitario en Rn , entonces �(X; x) tambien es el grupo trivial.

2. Si X = R
n n fpg, con n > 2, entonces �(X; x) es el grupo trivial.

3. Si X = S
1, entonces �(X; x) = Z.

4. Si X = R
2 n fpg, entonces �(X; x) = Z.

5. Si X = S
n con n > 1, entonces tambi�en �(X; x) es el grupo trivial.

6. Si X es el espacio proyectivo real de dimension n � 2 (ver siguiente

secci�on) entonces �(X; x) = Z2, es decir, es el grupo que consta de dos

elementos. Este ejemplo se elaborar�a mas en la siguiente secci�on.

A un espacio X con la propiedad de que �(X; x) es el grupo trivial, se

le denomina simplemente conexo. N�otese que usando el truco de quitarle

un punto a cada espacio y usando los ejemplos 2 y 4 anteriores, podemos

concluir que R2 y R
n , con n > 2, no son homeomorfos, pues R2 n fpg no

es simplemente conexo, mientras que R
n n fpg, con n > 2 si lo es. Sin

embargo, a�un no podemos probar que Rn y R
m , con n 6= m y n;m � 2,

no son homeomorfos, pues en este caso, al quitarles un punto, ambos son

simplemente conexos.
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3 Espacios Cubrientes

De�nici�on: eX p

! X es un espacio cubriente de X si para cada x 2 X existe

un entorno abierto U de x tal que p�1(U) es una uni�on disjunta de abiertos

Si en eX, tal que cada Si es transformado homeom�or�camente en U por p. A

p se le denomina aplicaci�on cubriente.

Ejemplos:

1. Los homeomor�smos son espacios cubrientes.

2. exp : R ! S
1 de�nido por exp(t) = e

2�it es un espacio cubriente.

3. Para n 2 N , p : S1! S
1 de�nido por p(x) = x

n es un espacio cubriente.

4. Considere el espacio proyectivo real de dimensi�on n, RPn
; de�nido co-

mo Sn=(x � �x). N�otese que RP1 es homeomorfo a S1. La proyecci�on

natural p : Sn ! RP
n dada por x 7! fx;�xg es una aplicaci�on cubri-

ente.

Como consecuencia de la de�nici�on, tenemos:

� Para cada x 2 X, la �bra p�1(x) es discreta.

� p es un homeomor�smo local.

� p es sobre y as�� X tiene la topolog��a cociente de fX:
Dado un espacio cubriente eX p

! X, el grupo G de transformaciones

cubrientes es el grupo de todos los homeomor�smos de eX que preservan las

�bras, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

eX �

�! eX
p& . p

X

Existe una estrecha relaci�on entre el grupo fundamental y espacios cu-

brientes, dada por los siguientes dos teoremas, cuyas demostraci�ones se en-

cuentra en [11] y [18].
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Teorema de Levantamiento. SeanX
p

! Y una aplicaci�on cubriente, x0 2

X y Z un espacio conectable por trayectorias y localmente conectable por

trayectorias. Tomemos f : (Z; z0)! (Y; f(z0)) una aplicaci�on continua. En-

tonces existe ef : Z ! X tal que ef(z0) = x0 si y s�olo si f#(�(Z; z0)) �

p#(�(X; x0)):

Cabe observar que el teorema anterior es uno de los pocos resultados

donde una condici�on topol�ogica (levantar f ) es equivalente a una algebraica

(f#(�(Z; z0)) � p#(�(X; x0))).

Teorema. Dado un espacio cubriente ( eX; ex) p

! (X; x) con grupo de trans-

formaciones cubrientes G. Si eX es simplemente conexo y localmente conecta-

ble por trayectorias, entonces G es can�onicamente isomorfo a �(X; x).

A eX se le conoce como el cubriente universal de X.

Este �ultimo teorema nos proporciona una v��a para calcular el grupo fun-

damental de RPn, el espacio proyectivo real de dimensi�on n. Este ejemplo

ser�a muy importante en las secciones subsiguientes.

Ejemplo: El grupo de transformaciones cubrientes de Sn ! RP
n consiste

de la identidad y la aplicaci�on ant��poda (x 7! �x) s�olamente; como Sn es

simplemente conexo para n � 2, tenemos

�(RPn) = Z2, para n � 2

4 Cohomolog��a Singular

En esta secci�on no pretendemos dar todos los conceptos para de�nir coho-

molog��a singular, puesto que no es el objetivo de este trabajo, m�as bien,

daremos los elementos m�as fundamentales de cohomolog��a singular que uti-

lizaremos en la siguiente secci�on.

Como mencionamos en la introducci�on, este es otro ejemplo de invari-

ante topol�ogico. A diferencia de la secci�on 2, s�olo diremos que a un espacio

topol�ogico X se le asocia un �algebra graduada H�(X) (con � 2 N) de cierta

manera, llamada el �algebra de cohomolog��a singular ; y a una funci�on con-

tinua f : X ! Y se le asocia un homomor�smo de algebras graduadas

f
� : H�(Y ) ! H

�(X), observe que f � va en direcci�on opuesta a f . Existen
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versiones de la cohomologia singular \con coe�cientes en un grupo abeliano

A", denotada por H�(X;A), donde la idea es captar la informacion de cada

divisor a la vez. Cuando no se escriba expl��citamente el grupo de coe�cientes

A, como al principio del presente p�arrafo, es una convenci�on usual suponer

que se trata del grupo de los n�umeros enteros Z, es decir, H�(X) = H
�(X;Z).

En el lenguaje categ�orico, se tiene que la cohomolog��a singular es un

funtor contravariante de la categor��a de espacios topol�ogicos en la categor��a

de algebras graduadas.

Notemos que cada H�(X;A) (con � 2 N) tiene estructura de anillo, es

esta propiedad la que nos es �util como veremos m�as adelante. Para mas

detalles una excelente referencia es [11].

Como ejemplo mencionamos

� Si X consta de un punto, H0(X) = Z y H�(X) = 0 para � > 0.

� Si X = S
n o X = R

n+1 n fpg, con p 2 Rn+1 , entonces H i(X) = Z para

i = 0; n y H i(X) = 0 para i 6= 0; n y cualquier elemento en Hn(X) al

cuadrado es cero.

Denotemos por Z2 al grupo con dos elementos, entonces,

� Si X es el espacio proyectivo real de dimension n > 1, se tiene que

H
�(X;Z2) es un algebra polinomial truncada en un elemento 
n 2

H
1(X), es decir H�(X;Z2) = Z2[
n]=


n+1
n

.

N�otese que con el segundo ejemplo, ahora si podemos demostrar que Rn

y R
m , con n 6= m no son homeomorfos, pues al quitarles un punto tienen

grupos de cohomolog��a diferentes.

5 Demostraci�on del Teorema de Borsuk-Ulam

para n > 1

La demostraci�on del teorema de Borsuk-Ulam se basa en el siguiente:

Teorema. Para n > m � 1, sea f : RPn ! RP
m una aplicaci�on continua.

Entonces existe una funci�on continua f
0 : RPn ! S

m tal que p Æ f 0 = f ,

donde p : Sm ! RP
m es la aplicaci�on cubriente.
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Demostraci�on. Por el teorema de levantamiento es su�ciente probar que

f#(�(RP
n)) = 0

S
m

# p

RP
n f

�! RP
m

Para el caso m = 1, sabemos que �(RPn) ' Z2 y �(RP1) ' Z. Debido a

que todo homomor�smo de Z2 en Z es trivial, se sigue que f# es trivial.

Para probar el casom > 1 se hace uso de la teor��a de cohomolog��a singular

para espacios proyectivos. Asumiremos solamente los mencionados en la

seccion 4 y a continuaci�on daremos un bosquejo de la demostraci�on. Los

detalles se encuentran en [11] y [18].

Como mencionamos anteriormente para n � 1 el �algebra de cohomolog��a

graduada para el n -espacio proyectivo RPn con coe�cientes en Z2, H
�(RPn

;Z2);

es un �algebra polinomial truncada sobre Z2 generada por 
n de grado 1 y

altura n+ 1.

Ahora consideremos el homomor�smo inducido en �algebras graduadas

f
� : H�(RPm

;Z2)! H
�(RPn

;Z2)

Sean 
m, 
n los generadores de estas �algebras. Como 0 = f
�(
m

m+1) =

f
�(
m)

m+1 y n > m, se sigue que 
n 6= f
�(
m): Pero H

1(RPn;Z2) tiene

�unicamente dos elementos 0 y 
n; de aqu�� que f
�(
m) = 0.

Por otro lado �(RPn) ' Z2, y un generador para este grupo es la clase de

homotop��a de la inclusi�on i : RP1 � RP
n; y por lo anterior i� Æ f �(
m) = (f Æ

i)�(
m) = 0: Si j : RP1 � RP
m es la inclusi�on, se sabe que j� :H1(RPm

;Z2)!

H
1(RP1;Z2) es un isomor�smo [18] y as�� j�(
m) 6= 0: Esto implica que f Æi no

es homot�opica a j. Debido a que �(RPm) ' Z2 y j es un generador para este

grupo, se tiene que f Æ i es homot�opica a la constante y as�� f#(�(RP
n)) =

0.

Corolario. Para n > m � 1, no existe una funci�on continua g : Sn ! S
m

tal que g(�x) = �g(x) para x 2 Sn:

Demostraci�on. Supongamos que g con esa propiedad existe. Entonces g de-

�ne una aplicaci�on continua f : RPn ! RP
m tal que el siguiente diagrama

conmuta
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S
n

g

�! S
m

p
0 # # p

RP
n f

�! RP
m

donde p y p0 son las aplicaciones cubrientes.

Por el teorema anterior, existe una aplicaci�on continua f : RPn ! S
m tal

que p Æ f 0 = f: As��,

pf
0

p
0 = fp

0 = pg

por lo que f 0p0 y g son levantamientos de la misma funci�on.

Para x 2 S
n, g(x) = f

0

p
0(x) �o �g(x) = f

0

p
0(x); pero �g(x) = g(�x), de

aqu�� que �g(x) = g(�x) = f
0

p
0(x) = f

0

p
0(�x); por lo que f 0p0 y g coinciden

en alg�un punto de Sn y por la unicidad del levantamiento, concluimos que

f
0

g
0 = g. Esto es una contradicci�on ya que p0 env��a a x y �x al mismo punto,

mientras que g los env��a a puntos diferentes.

Con lo anterior, podemos probar el teorema de Borsuk-Ulam.

Teorema. Dada una aplicaci�on continua f : Sn ! R
n para n � 1, existe

x 2 Sn tal que f(x) = f(�x).

Demostraci�on. Supongamos que f(x) 6= f(�x) para cada x 2 Sn. De�nimos

g : Sn! S
n�1 como

g(x) =
f(x)� f(�x)

kf(x)� f(�x)k

entonces g(�x) = �g(x); lo cual contradice el corolario anterior.

Este teorema admite una interpretaci�on f��sica: En cada instante existe un

par de puntos antipodales de la super�cie de la Tierra que tienen simult�anea-

mente la misma presi�on y la misma temperatura.

En particular, el Teorema de Borsuk-Ulam nos dice que no existe una

aplicaci�on continua inyectiva de Sn a Rn .

Corolario. Ning�un subconjunto de Rn es homeomorfo a Sn.

Por lo tanto, no hay manera de hacer un mapa (uno-a-uno) de la tierra

sobre un pedazo plano de papel sin romper la imagen en alguna parte.
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6 Consideraciones Finales

El teorema de Borsuk-Ulam, como mencionamos ha atraido a una gran can-

tidad de matem�aticos, quiz�a por la simplicidad de su formulaci�on (observe

que las hip�otesis son m��nimas) y su inesperadad conclusi�on (existencia de

un punto en la esfera con cierta cualidad). Este teorema ha sido llevado a

much��simas ramas de la matematica, por ejemplo existen versiones num�eri-

cas como [1], formulaciones en variedades [7], en t�erminos de la categor��a

de Lusternik-Schnirelman [8], en an�alisis funcional [5], aplicaciones a proble-

mas con valores en la frontera [16], y dos versiones recientes: �orbitas cuya

imagen satisface un sistema de ecuaciones [3] y aplicaciones continuas en poli-

hedros [10], (agradecemos al �arbitro nos haya proporcionado estas �ultimas

referencias); en ecuaciones diferenciales [17] y generalizaciones del mismo [9].

Tambi�en hay generalizaciones [6, 12] motivadas por problemas en econom��a

[13, 14]. La anterior no pretende abarcar todas las referencias al teorema,

sino s�olo dar al lector una idea de las distintas formas que ha dado pi�e el

Teorema de Borsuk-Ulam.
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