APUNTES DE HISTORIA DE LAS MATEMATICAS VOL. 1, NO. 3, SEPTIEMBRE 2002

EL DESARROLLO DEL ALGEBRA MODERNA

Parte I: El algebra en la antigledad.
Guillermo Davila Rascon

... en matemadticas, los grandes progresos han
estado siempre ligados a progresos en la
capacidad de elevarse un poco mas en el campo
de la abstraccion.

Jean Dieudonné!

1. INTRODUCCION

El &lgebra moderna, o algebra abstracta como también se le conoce, tiene un papel tan
importante dentro de las matematicas contemporaneas que hay quienes lo comparan con la
funcion que la matematica, en general, desempefia en las ciencias, en las que ha probado
ser de gran utilidad. Nos referimos a sus aplicaciones a la fisica, a la quimica, a la biologia,
a la economia, etcétera, para las cuales, la matematica es parte fundamental de sus
desarrollos modernos, en algunos de los cuales, las nuevas teorias algebraicas han tenido un
papel protagdnico (ver [1, pp. 57-58, 261-262]).

En este escrito abordaremos algunos de los mas importantes episodios que han dado forma
al algebra, tal como la conocemos actualmente, y veremos que estda muy alejada de la
antigua idea segun la cual "El algebra es, propiamente hablando, el andlisis de
ecuaciones" como lo expresa J. A. Serret en su libro Cours d'Algebre Supérieure publicado
en 1885. Ciertamente ese analisis de las ecuaciones ha sido una parte muy importante en el
desarrollo de esta ciencia, pero tendremos oportunidad de ver que el algebra es mucho mas
que eso. De hecho, en las primeras décadas del siglo XIX se dié un movimiento lidereado
por varios matematicos ingleses que tenia como propdsito dotar al algebra de un marco
axiomatico, similar al de la geometria euclidiana. Esto propicié el surgimiento de una
multitud de nuevas estructuras y teorias algebraicas que revolucionaron las viejas
concepciones y marcaron el camino a seguir para los desarrollos futuros del algebra
moderna.

Por otro lado, debemos advertir que ésta no es una historia exhaustiva de todo ese
movimiento creador pues el espacio nos impone limitaciones, sin embargo, pondremos
énfasis en ciertos aspectos que nos ayudaran a comprender la relevancia del algebra en las
matematicas modernas. Ademas, hemos dividido el documento en tres partes: En la primera
de éstas tocamos algunos aspectos de las matematicas egipcia, babilonica y griega, a los
que podriamos calificar como de tipo algebraico, aunque cada uno de ellos de indole muy
distinta, como se vera en las siguientes secciones. Esta primera parte abarca un periodo que
empieza aproximadamente en 1600 a. C. y termina alrededor del afio 600 d. C.; en esta
etapa podemos hablar de una pre-algebra pues ain no se toma conciencia del algebra como

LVer [7], p. 43.
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una area independiente de la aritmética y de la geometria (en el caso de Egipto y Babilonia,
podemos hablar de una algebra aritmética y en el caso de Grecia de una algebra
geométrica). En ambas situaciones, encontramos problemas muy especificos que
podriamos Ilamar algebraicos y para los cuales tenian métodos de solucion que son
equivalentes a resolver ciertos tipos de ecuaciones algebraicas y que abordaremos mas
adelante.

Un desarrollo mucho mas consciente y profundo en lo que se refiere al estudio de
ecuaciones algebraicas es llevado a cabo por los matematicos arabes, quienes preservan,
aprehenden y cultivan las ciencias que provienen de fuentes babilonicas, hindues y griegas.
Si bien la matematica arabe tiene su periodo de maximo esplendor entre los siglos IX y XI,
su influencia se percibe en Europa hasta muy entrado el Renacimiento, por lo que los
matematicos europeos contindan el estudio de las ecuaciones hasta las primeras décadas del
siglo XIX. Asi, esta etapa la podemos identificar con la idea expuesta por Serret: El algebra
ligada a la resolucion de ecuaciones, y nos ocuparemos de estos aspectos en la segunda
parte del documento.

Finalmente, en la tercera parte hablaremos sobre los desarrollos modernos del algebra que
se inician con el surgimiento del algebra simbdlica en Inglaterra y que logran un triunfo
significativo con la labor de axiomatizacion del algebra por parte de la escuela alemana
hacia la mitad del siglo XX. Es en este periodo donde se marcan las tendencias modernas
del desarrollo algebraico, las cuales se centran en una idea fundamental: el concepto de
operacion o ley de composicion, del cual Bourbaki afirma ser uno de los conceptos mas
primitivos en matematicas [3, p.74]. Esperamos que con este estudio introductorio sobre la
evolucion del algebra, el lector se logre dar una idea del poder del ésta.

No debemos olvidar, por otro lado, que una caracteristica distintiva de las matematicas es
su gran unidad, es decir, es imposible hablar de areas que evolucionen de manera aislada, o
como lo dice David Hilbert : "La matematica es en mi opinidon un todo indivisible, un
organismo cuya vitalidad esta condicionada por la conexion de sus partes..." [19]. Por lo
tanto, el desarrollo de una area necesariamente marca su impacto en las otras y todas se
retroalimentan entre si. En particular, el algebra no es ajena a esta tendencia y a lo largo de
su desarrollo es posible observar su influencia en otras ramas de la matematica y como se
ha visto beneficiada por los desarrollos de éstas. Sin embargo, a pesar de que seria muy
fructifero asomarnos un poco a este proceso no nos es posible revisar en este documento
esas conexiones del algebra con otras areas y sélo le pedimos al lector tener en cuenta que
el algebra no ha evolucionado de forma aislada y es posible notar su presencia en la
matematica toda.

En la actualidad se tienen bastantes evidencias que nos muestran que al menos desde 1600
a. C., varios de los pueblos que habitaron la Mesopotamia resolvian problemas concretos
que involucraban ecuaciones algebraicas de primero, segundo y tercer grados. Por
problemas concretos nos referimos a que su matematica tenia un fin utilitario solamente y
no se desarroll6 como una ciencia autdbnoma, como si ocurrié en la antigua Grecia, aunque
en este caso fueron la Geometria y la Aritmética (entiéndase Teoria de NUmeros) las que
lograron un alto nivel de desarrollo con respecto a las matematicas de las civilizaciones que
les precedieron.
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Es en el declinar de la matematica griega, aproximadamente del 250 al 600 d. C., cuando se
retoman las antiguas tradiciones de los calculistas de la Mesopotamia y surge de nuevo el
interés por la resolucion de ecuaciones. Notemos que en ese periodo el Imperio Romano ya
tenia siglos de haberse establecido como la fuerza avasalladora de Europa y Oriente Medio,
imponiendo su ley en esas regiones. Sin embargo, la matematica no fue especialmente
cultivada por esa civilizacion, y en general la ciencia, como la concebian los griegos, fue
puesta en segundo término por los romanos.

La caida de Roma en el afio 476 de nuestra era marca el inicio de la Edad Media, pero esto
no significa el fin de la civilizacién romana pues el nuevo centro del poder viene a ser
Constantinopla, y a pesar de los cambios, religiosos sobre todo, pues se adopta el
cristianismo como la religién oficial, la cultura hegemonica subyacente es la romana,
aungue nace un nuevo imperio, el Bizantino.

Por otra parte, un nuevo movimiento politico-religioso se gestaba en el Medio Oriente con
el nacimiento del Islam (alrededor de 622 d. C.), y es la civilizacion &rabe la que daria un
nuevo impulso, que resulto ser definitivo, al estudio de las ciencias y fueron ellos los que
preservaron y cultivaron el legado de los griegos y de otras civilizaciones como la hindu.
Ademas, gracias a que los arabes conquistaron gran parte de la peninsula Ibérica, Espafia se
convirtio bajo su dominio en un centro cultural muy importante al que acudian eruditos de
varias partes de Europa a nutrirse del conocimiento cientifico, lo que propicidé su
propagaciéon. De hecho, Euclides, Aristoteles, Platon, Arquimedes, Ptolomeo y muchos
otros pensadores griegos fueron conocidos por los escolares medievales por las
traducciones que los arabes habian hecho de sus obras y fueron estos académicos europeos
los que tradujeron estas obras del arabe al latin y pudieron asi ser estudiadas por las
generaciones posteriores. Nos atrevemos a decir que s6lo esto libr6 a Europa de un
oscurantismo total durante la Edad Media, que termina en el afio 1453 con la caida de
Constantinopla.

En particular, es a los arabes a quienes debemos el nombre algebra, como veremos en la
Seccion 2, y fueron ellos los que introdujeron a occidente el sistema de numeracion usado
en la India; con el tiempo, los numerales evolucionaron hasta convertirse en los que
usamos actualmente, pero las ventajas de este sistema posicional de base diez result6 ser
fundamental para el avance de las ciencias. Nuestra deuda para con ellos es ciertamente
mucho mayor que lo implicado por estos hechos pues su contribucion a la ciencia no se
limitd Unicamente a la preservacién y transmisién del conocimiento logrado por otras
culturas sino que ellos mismos hicieron aportaciones originales en varias ramas del saber y
ciertamente debemos reconocer sus logros.

El auge comercial en la Italia de los siglos Xl y XIV fue determinante para la adopcion de
los numeros indo-arabigos en occidente y junto con estos llegaron a la Europa occidental
muchos de los tratados cientificos de los &rabes, mismos que fueron traducidos al latin por
los académicos europeos, actividad ésta que tuvo lugar en los monasterios cristianos,
principalmente. Fue esta revolucion comercial la responsable de que se fundaran escuelas
del abaco a finales del siglo XIII. Sin embargo, a medida que se extendia el uso de los
numerales indo-arabigos se puso en evidencia que los maestros algoristas, aquellos que
dominaban las técnicas de operacién con estos nimeros, superaban por mucho a los
maestros abacistas cuando se trataba de hacer célculos aritméticos. De esta manera, los
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comerciantes adoptaron su uso y desempefiaron un papel determinante en la propagacion de
este nuevo sistema.

El algebra de los arabes encajo perfectamente en este ambiente pues estaba orientada a
resolver problemas por métodos aritméticos que involucraban, en la mayoria de los casos,
ecuaciones lineales (primer grado) y cuadraticas (segundo grado). Muchos de esos
problemas trataban sobre la reparticion de herencias, transacciones comerciales, medida de
terrenos, etcétera (lo que los hombres constantemente requieren ... en todos sus tratos entre
ellos...”). Asi, el algebra se convirti6 en una herramienta indispensable para los
comerciantes; ya para el siglo XIV los que antes eran los maestros del abaco se
convirtieron en algebristas y ademas fueron capaces de hacer contribuciones originales en
esta area. Algunas de esas aportaciones tenian que ver con la solucion de ecuaciones
CUbicas (tercer grado) y bicuadraticas (cuarto grado) particulares, relacionadas con
problemas practicos muy especificos.

Esto llevo de forma natural a la busqueda de métodos que funcionaran para cualquier tipo
de ecuacion cubica o de cuarto grado, pues el algebra arabe ya habia dado cuenta de los
distintos tipos de ecuaciones de cuadraticas y se tenian métodos generales para resolverlas,
que consistian en completar el cuadrado. Aqui debemos sefialar que el algebra en esta época
era de caracter retérico pues no se tenia la notacion simbdlica a la que estamos
acostumbrados; ademas, las soluciones de una ecuacion sélo podian ser positivas o cero
pues no se tenia idea de los nimeros negativos, que fueron introducidos hasta mucho
tiempo después. Damos un ejemplo para ilustrar este punto, el cual esta tomado del libro de
algebra de al-Juarismi, del cual hablaremos méas adelante:

El siguiente es un ejemplo de cuadrados y raices® iguales a nimeros: un cuadrado y 10
raices son iguales a 39 unidades. La cuestion en este tipo de ecuacién es como sigue:
¢,Cual es el cuadrado que combinado con diez de sus raices dara una suma total de 39? La
manera de resolver este tipo de ecuacion es tomar la mitad de las raices ya mencionadas.
Ahora, las raices del problema son 10. Por lo tanto, toma 5, que multiplicado consigo
mismo da 25, una cantidad que agregas a 39, y lo cual da 64. Habiendo tomado entonces
la raiz cuadrada de esto la cual es 8, resta de esto la mitad de las raices, 5, lo que deja 3.
El nimero 3 representa por tanto una raiz de este cuadrado, mismo que es, por supuesto,
9. Nueve por lo tanto da ese cuadrado.

Notemos que la forma de proceder de al-Juarismi para resolver este problema es completar

el cuadrado perfecto. En efecto, si traducimos este problema y su solucion a nuestra
moderna notacion simbolica vemos que en él se pide resolver la ecuacion x> +10x = 39
para x>. Procedemos de la siguiente manera: completamos el trinomio,

x? +10x + (1-10)> =39+ (£ -10)?, lo cual nos da x* +10x +25= 64, esto es, (x+5)° =8,
por lo que x+5=8. Asi, x=8-5=3. Por lo tanto, x* =9.

Por otra parte, es oportuno sefialar que no se confiaba en estas soluciones si no estaban
justificadas geométricamente pues el algebra en ese tiempo no era concebida como una

2 Tomado del Prélogo del libro Hisab al-jabr w’al-mugébalah del matematico &rabe Mohammed ibn Musa,
al-Juarismi.
® Por cuadrado se refiere al area de un cuadrado y una raiz significa el lado del cuadrado.
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rama independiente de las matematicas y la Unica ciencia segura, enteramente deductiva,
era la geometria, lo cual se pone de manifiesto en los Elementos de Euclides, que los
matematicos arabes conocian muy bien y que eran el paradigma a seguir por todo
conocimiento que pretendiera Ilamarse ciencia. Asi, el algebra &rabe y posteriormente el
algebra de la escuela italiana estaban muy influenciadas por el pensamiento geométrico
griego. Tan grande era esa influencia que los numeros se entendian o bien como longitudes
de segmentos de recta, 0 como areas o0 volumenes.

Este estado de cosas continué hasta muy entrado el siglo XVI y se empezaron a dar
cambios importantes cuando se introdujo una nueva notacion que poco a poco llevaria el
algebra de lo verbal a lo simbdlico, y se le daria el reconocimiento a ésta como una ciencia
autonoma dentro de las matematicas, al desligarla de la teoria de ecuaciones. Esta labor fue
iniciada en la escuela inglesa del siglo XIX y con ello se sentaban las bases de lo que hoy
conocemos como algebra moderna.

2. EL NOMBRE

El uso de la palabra algebra para designar una de las ramas de las matematicas tiene su
origen en el libro Hisdb al-jabr w’al-mugdbalah del mateméatico arabe Muhammed ibn
Musa, al-Khwarizmi* (al-Juarismi). Esta obra data de alrededor del afio 825 y una
traduccion libre del titulo podria ser La solucion de ecuaciones por medio de restitucion y
reduccion, aunque el mismo al-Juarismi menciona en el prologo de su libro que es "... un
corto trabajo sobre [como] Calcular por medio de [las reglas de] Completacion y
Reduccidn, confindndose a lo que es lo més facil y de més utilidad en aritmética, tal como
los hombres constantemente requieren en casos de herencias, legados, reparticiones, ...".

Otro trabajo significativo de al-Juarismi versa sobre los numeros indo-arabigos en el cual se
describe el sistema hindi de numeracion posicional basado en los diez simbolos 1, 2, 3, 4,
5,6, 7, 8,9y 0. También se describen los métodos del calculo aritmético con este sistema,
asi como un método para extraer la raices cuadradas. De esta obra s6lo se ha conservado la
version latina que tiene por titulo Algoritmi de numero Indorum (al-Juarismi sobre el Arte
de Numeracion Hindud); es claro que de esta obra se derivaron las palabra guarismo y
algoritmo, que tienen significados precisos en la matematicas. Aparte del anterior, hay
otros libros de al-Juarismi sobre astronomia y geografia, pero no nos ocuparemos de ellos
en este trabajo, sin embargo, la influencia que este matematico arabe tuvo sobre sus
continuadores nunca podra ser lo suficientemente valorada y es justo llamarle el Padre del
Algebra, algo en lo que estan de acuerdo varios autores (por ejemplo [4, p. 230] y [12, p.
21]). Para reforzar lo dicho, citamos un pasaje tomado de [12, p. 33]: "La ciencia
matematica en Europa fue mas vitalmente influenciada por Mohammed ibn Musa que por
cualquier otro escritor desde los tiempos de los griegos hasta Regiomontanus (1436-1476).
A través de su aritmética, con la presentacion del arte hindd de numeracion, revoluciond
los procesos comunes de calcular y a través de su algebra puso los fundamenteos para el
analisis moderno".

Literalmente, la palabras al-jabr y al-mugdbalah significan restauracion y oposicion,
respectivamente, por lo que en este contexto hacen referencia a resolver una ecuacién

* Mohammed, hijo de Moisés de la aldea de Khwarezm.
9
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agregando o quitando las mismas cantidades en cada lado de una ecuacion, lo cual restaura
el balance de la misma (esto es al-jabr), y se simplifica la ecuacién por medio de la
cancelacion de los términos opuestos (por eso la palabra oposicion en el titulo: al-
mugabalah). Un ejemplo muy sencillo del uso de estas palabras es el siguiente: Si
consideramos la ecuacion

7X+2=5x+10,

entonces restauramos el balance de la misma como sigue (hacemos al-jabr):
TX—5x+2-2=5x+10-5x-2,
y cancelando los opuestos (al-mugabala) se obtiene
2X=8,
por lo que la solucion final es x =4.

En el al-jabr de al-Juarismi se presenta un estudio exhaustivo y sistematico de los seis
diferentes tipos de ecuaciones lineales y cuadraticas, clasificadas de la siguiente forma: (a)

cuadrados iguales a raices (v.g. 1 x* = 4x), (b) cuadrados iguales a niumeros (5x° =80), (c)
raices iguales a numeros (4x=20), (d) cuadrados y raices iguales a numeros
(x* +10x =39), (e) cuadrados y numeros iguales a raices (x> +21=10x) y (f) raices y

nimeros iguales a cuadrados (x> =3x+4). Los ejemplos se tomaron de este libro y los
casos se analizan en el orden aqui expuesto.

Todas estas ecuaciones se consideraban distintas pues, como ya hemos mencionado, en ese
tiempo todavia no se introducian los nimeros negativos, razén por la cual era necesario
separar los diferentes casos. Abundaremos mas sobre esto en las siguientes secciones.

Una observacion importante y que es necesario recalcar es que al-Juarismi no sélo da las
soluciones a los problemas que plantea sino que va mucho mas alla, pues como él mismo lo
explica en su libro: Hasta aqui hemos dicho bastante sobre los calculos numéricos en lo
que respecta a los seis tipos de ecuaciones. Ahora, sin embargo, es necesario que
demostremos geométricamente la verdad de los mismos problemas que hemos explicado
con numeros [4, p. 230] Esta preocupacion por demostrar la validez de los métodos
empleados nos revela una clara influencia griega que esta presente en toda la matematica
arabe. Podemos decir que ésta se caracteriza por un espiritu ecléctico pues aprovecharon lo
mejor de los babilonios, los hindues y los griegos, lo cual se refleja en el algebra de al-
Juarismi.

La primera traduccion al latin del al-jabr fue realizada por Robert de Chester en 1145 y
llevaba por titulo Liber algebrae et almucabala. Después de esta aparecieron otras
traducciones al latin, tales como Ludus algebrae almucgrabalaeque, Gleba mutabilia, y
traducciones a otros idiomas con titulos como Algiebar and almachabel y Gebra und
Almuthabola. Sin embargo, en los tratados algebraicos que van apareciendo a lo largo del
siglo XVI, la palabra mugabalah se elimina de los titulos de estos y aparecen obras como
Artis Magnae, sive de Regulis Algebraicis (Geronimo Cardano, 1545), Algebrae
compendiosa facilisque descriptio, qua depromuntur magna Arithmetices miracula (John
Scheubelius, 1552), De oculta parte numerorum quam Algebram vocant (Pelle-tiers, 1558)
y Libro de Algebra y Arithmetica y Geometria (Pedro Nufiez, 1567). Es claro entonces que

10
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estos usos de la palabra al-jabr dieron origen al nombre que ahora usamos. De hecho, una
traduccion inglesa del al-jabr hecha por Fredreric Rosen se publica simplemente como The
Algebra of Mohammed ben Musa, y aparece en Londres en el afio 1831.

La palabra &rabe usada por al-Juarismi y otros matematicos &rabes posteriores a éste para
referirse a la incognita en una ecuacion es shai, que significa cosa (cualquier cosa, alguna
cosa, algo), y que en un problema algebraico podriamos usar como sigue: el cuadrado de la

cosa mas seis veces la cosa suman siete, lo cual corresponde a la ecuacion x*+6x =7. Res
es la palabra que se usa para cosa en las primeras traducciones latinas del al-jabr y que
traducen al italiano como cosa, razon esta por la que algunos escritores italianos llaman al
algebra la Regola de la Cosa’.

Por otra parte, ya desde 1494 algunos autores usan los nombres Arte magiore, Ars Mayor o
Artis Magnae para referirse al algebra, en contraste con el ars minor, nombre muy usado
para hacer referencia a la aritmética. Por ejemplo, Girolamo Cardano publica en 1545 su
libro Artis Magnae, sive de Regulis Algebraicis, esto es ElI Arte Magno o las Reglas del
Algebra. También es importante mencionar que el primer tratado de matematicas publicado
en el Continente Americano fue el Sumario Compendioso® de Juan Diez, aparecido en la
Ciudad de México en el afio de 1556; al final de esta obra encontramos siete paginas bajo el
titulo Notables Quistiones. Quistiones del Arte Mayor Tocantes al Algebra [18]. Aqui se
resuelven diez problemas algebraicos que involucran la solucién de ecuaciones cuadraticas
y cubicas principalmente.

Un dato curioso del uso de la palabra algebra es que la podemos encontrar en El Quijote [5,
p. 358, (Il, Cap. XV)]: “...En esto fueron razonando los dos, hasta que llegaron a un
pueblo donde fue ventura hallar un algebrista con quien se curé el Sanson desgraciado...”
Esto se explica facilmente si pensamos en que al-jabr significa restaurar, pues los Moros
(musulmanes del norte de Africa), llevaron la palabra a Espafia con ese significado y la
palabra algebrista era usada para nombrar al restaurador de huesos, es decir, a aquel que
componia huesos rotos. Esta costumbre siguid en uso mucho tiempo después de la
expulsion de los moros de Espafia en 1492, y habia incluso algunas barberias donde se
podian leer las palabras “Algebrista y Sangrador”.

En el siglo XVI hubo intentos para rechazar la palabra algebra por parte de algunos
académicos europeos (Francois Viéte, por ejemplo), pues no tenia significado alguno en las
lenguas de Europa y propusieron términos como analisis y logistica para nombrar al arte
mayor. Es por esta razon que durante mucho tiempo, todo lo que no fuera geometria era
Ilamado analisis. Sin embargo, con el devenir del tiempo y con los desarrollos que se dieron
en la Inglaterra del siglo XIX, los cuales vinieron a dar forma al algebra simbdlica, la
palabra algebra se usé para nombrar a una rama enteramente autbnoma dentro de las
matematicas, de la cual nos ocuparemos en este escrito.

® La regla de la cosa.
® El titulo completo es Sumario Compendioso de las Cuentas de Plata y Oro que en los Reinos del Per(i son
necesarias a los mercaderes y todo género de tratantes. Con algunas reglas tocantes a la Aritmética.
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3. EL ALGEBRA EN EGIPTO Y MESOPOTAMIA

Las mayores fuentes histdricas que se han conservado sobre las matematicas en Egipto son
el papiro de Rhind y el papiro de Moscu. El primero de estos también se conoce como
papiro de Ahmes (Ahmose), quien lo copio alrededor del afio 1700 a. C. de un prototipo
que puede situarse entre 2000 y 1800 a. C.

En este documento encontramos un estudio sistemético de fracciones unitarias, esto es, de
la forma 1/n, pues trataban de escribir cualquier otra fraccion en términos de éstas; por
ejemplo, 3/5 lo expresaban como 1/3+1/5+1/15. El papiro comienza con una tabla para
expresar las fracciones de la forma 2/n como una suma de fracciones unitarias para valores
impares del denominador desde 5 a 101, y en este estudio podemos apreciar una gran
destreza en el manejo de este tipo de fracciones.

El papiro de Ahmes enuncia y da la solucion de 87 problemas que involucran cuestiones de
la vida cotidiana tales como la reparticion de pan y cerveza, calculo de areas de terrenos
con varias formas geométricas y calculo de volumenes, e incluso, es posible encontrar
rudimentos de trigonometria en algunos de ellos. Sin embargo, hay varios problemas que
no tratan con objetos especificos o cosas concretas y los cuales podemos catalogar del tipo
algebraico pues en la manera en que estan escritos son equivalentes a resolver ecuaciones
lineales del tipo x+ax=b, x+ax+bx=c y en estos problemas denotaban la incognita
con un simbolo especial al que hacian referencia como aha, que significa montén. Por
ejemplo, en el problema 24 se pide el valor del montén si montén y una séptima parte de
monton hacen 19 (x+2x=19) y la respuesta dada por Ahmes es 16+ 5 + .

Mucho tiempo después, pero todavia antes de la edad de oro de la matematica griega,
encontramos en Egipto los primeros problemas que involucran ecuaciones cuadraticas:
"Otro ejemplo de la distribucion de una &rea dada, en cuadrados. Si se te dice que
distribuyas 100 ells cuadrados [ell: unidad de &rea] sobre dos cuadrados de tal modo que

el lado de uno sea 2 del lado del otro: por favor, dame cada una de las incognitas”. En

nuestra notacion algebraica, este problema es equivalente a resolver el sistema de
ecuaciones

La solucion se da de la siguiente manera: se supone que que el lado de un cuadrado es 1 y

el lado del otro es 2. La suma de las &reas es entonces %, siendo 2 una raiz de esta. Como

la raiz de 100 es 10, se tiene que 10 es al lado requerido como 2 esa 1 (£ =2) por lo que

un cuadrado es de lado 8 y el otro tiene lado 6.

En general, la matematica egipcia siempre estuvo ligada a problemas practicos y los
egipcios no fueron capaces de reconocerla como una ciencia autdnoma; de hecho, lo que
nos muestran los papiros de Ahmes y de Moscu es que la matematica en Egipto permanecio
practicamente en un mismo nivel durante varios milenios y tampoco desarrollaron un
sistema de numeracion eficiente que hubiese llevado sus matematicas por otros senderos
mas productivos.
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Un desarrollo significativo de la matematica en la antiguedad se llevo a cabo en la fértil y
siempre codiciada region situada entre los rios Tigris y Eufrates: La Mesopotamia. Es
mucho lo que podemos comentar de las matematicas desarrolladas por algunos de los
pueblos que habitaron esta regién pues se han conservado bastantes registros que nos
permiten darnos una idea de sus logros matematicos. Entre estos podemos mencionar el uso
de un sistema de numeracion posicional en base 60, el cual manejaban con mucha destreza
y que fué muy importante para que sus matematicas lograran un estado muy superior a las
egipcias.

El sistema de escritura que desarrollaron era de tipo cuneiforme pues escribian con
estiletes, que dejaban marcas en forma de cufa, sobre tablillas de barro que luego se cocian
al fuego y esto hizo que perduraran hasta nuestros tiempos. La forma de escribir sus
nameros corresponderia a expresiones de la forma

Zai -60 +ZW s
i=0 j=1
donde a;,b; €{0,1,2,...,59}, y que nosotros escribiremos como

...85,8,,8,,8,;b,b,,0,,...

Debemos sefialar que su matematica también estaba orientada a resolver problemas
cotidianos de célculo de impuestos, calculo de longitudes, areas y volumenes, etcétera. Sin
embargo, a diferencia de las matematicas egipcias, se tiene cierta conciencia de algunas
reglas generales que hacen que sus métodos funcionen en los casos particulares a los que se
aplican, aunque no logran dar ese paso de ir de lo particular a lo general que es lo que
distingue al pensamiento abstracto de lo comun.

En lo que respecta al 4lgebra babilénica’, que era de tipo verbal al igual que la egipcia, se
han encontrado muchos registros de alrededor del afio 1600 a. C. que muestran que los
problemas de ecuaciones lineales eran muy elementales para ellos y en cambio podian
resolver problemas que involucraban ecuaciones cuadraticas y cubicas usando férmulas
desarrolladas exprofeso. De estas tablillas es posible concluir que los babilonios podian
resolver ecuaciones cuadraticas con un método que es, en esencia, el que nosotros
aprendemos en la secundaria: el de la formula general. Este método se basa en expresar una
ecuacion cuadratica en su forma normal y, sequidamente, aplicar un método para resolver
esta forma normal que podemos describir como: Encontrar dos ndmeros si se conoce su
suma (o su diferencia) y su producto.

Notemos que en nuestra moderna notacion algebraica, podemos escribir la forma normal
como sigue: Dados dos nimeros s y p que cumplen x+y=sy xy = p, encontrar los

valoresde x e y.

El método que los babilonios usaban para resolver este problema consistia de los siguientes
pasos: (1) Tomar la mitad de la suma [3]; (2) Elevar al cuadrado el resultado obtenido

[(g)z]; (3) De lo anterior, restar el producto [(g)2 —p]; (4) Tomar la raiz cuadrada de lo

" No es del todo correcto llamarle asf pues Babilonia no fue siempre el centro hegeménico de las culturas que
florecieron en la Mesopotamia; sin embargo seguimos la costumbre impuesta por varios autores.
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que resulta[/($)> = p 1; (5) Sumar al resultado la mitad de la suma [x=+/($)>-p +$].

Este es uno de los nimeros buscados; el otro es la suma menos este Gltimo [y = s — X].

Veamos que esto es en realidad equivalente a resolver una ecuacién cuadréatica. En efecto,
multiplicando la ecuacion s = x+y por X se obtiene

X = X* + yX,
y tomando en cuenta que p=xy obtenemos
X2+ p=5sX, (3.1)
0 equivalentemente
x> —sx+p=0. (3.2)

Esto significa que x es solucidn de esta Gltima ecuacion y, por simetria, y también lo es.

Reciprocamente, si consideramos la ecuacion cuadratica

ax’ +bx+c=0 (3.3)
donde a, b, ¢ son nimeros que por ahora suponemos racionales, y a = 0, entonces la
solucion de esta ecuacion se puede ver como la solucion de un problema en forma normal
ya que podemos escribirla como

x> +2x+£=0,
la cual es de la forma (3.2). En consecuencia, resolver esta Gltima ecuacion es equivalente a
encontrar dos nimeros cuya suma sea — 2y su producto <. Es decir, comparando con (3.2)
se tiene

s=-% y p=%. (3.4)

Por otra parte, notemos que los pasos (1) a (5) que los babilonios realizaban para resolver la
forma normal, en notacién simbdlica nos llevan a las soluciones

x=5+J6)°-p ¥y y=35-J(B)’-p.
Estas dos solucione las podemos podemos expresar como
_st4s?—4p
- 2
y sustitutyendo los valores (3.3) y (3.4) parasy p, obtenemos la conocida formula general
para obtener las raices de una ecuacion de segundo grado:
_ —b++b*-4ac

2a '

Esto nos dice que, en esencia, esta formula ya era conocida desde hace méas de 3700 afos,
hecho que quizas debiera enfatizarse en los cursos de algebra de secundaria o preparatoria.

Xy

(3.5)

Si ahora se nos pide encontrar dos numeros (digamos x y y)dada su diferencia
(d =x-y) vy su producto ( p=xy), entonces, por un procedimiento similar al anterior,
obtenemos una ecuacion de la forma

x> =dx+p,

14



APUNTES DE HISTORIA DE LAS MATEMATICAS VOL. 1, NO. 3, SEPTIEMBRE 2002
que resolvemos en forma analoga a la anterior, auque en el paso (3) sumamos el producto a

la mitad de la diferencia al cuadrado: (£)* + p, y se obtienen las soluciones

X=5+(D°+p ¥y y=-3+J@)+p,

que también son casos particulares de la formula general (3.5).

Para darnos una idea de la destreza de los matematicos babilonios para calcular y resolver
ecuaciones cuadraticas presentamos el siguiente ejemplo encontrado en una tablilla del
periodo Seledcida (Aprox. de 312 a 64 a. C.) en el que se pide encontrar un nimero tal que
sumado con su reciproco se obtiene un nimero dado.

Para resolver este problema, notemos que si X representa el nimero a encontrar y ces el
numero dado, entonces se tienen las ecuaciones

1 _ 1 _
X+4x=C 'y X-:=1,

X

que nos remiten a encontrar dos numeros dada su suma y su producto, donde uno de los
nimeros es x y el otro es y =1, es decir, este es un problema que se traduce a la forma

normal.

En el caso que nos ocupa, el valor que se da para ¢ es c=2;0,0,3320, es decir,
C=2+g5+ 0z + o5 +2F, pues recordemos que usaban un sistema posicional de

numeracion en base 60. El texto procede conforme a los pasos (1)-(5) que se presentaron
arriba, 'y se tiene (1) £=1,0,016,40; (2) (£)*=100,33204,37,46,40; (3)

1/(g)2 —1=.,/0;0,0,33,20,4,37,46,40 = 0;0,44,43,20 (se comprueba en el texto lo correcto de

este calculo al elevar este nimero al cuadrado); (4) Xx=,(5)°-1+<=
0;0,44,4320+1,0,016,40=10,45, y el reciproco es +i=c-x=2,003320-10,45
=0;59,15,33,20.

Las ecuaciones cuadraticas en las que aparecen los tres términos, como en (3.3), se
clasificaban, al menos desde los tiempos de al-Juarismi, en uno de los siguientes tres tipos:
(@) x*+px=q, (b) x*=px+q, (c) x*+qg=px, y de los cuales vimos ejemplos en la
Seccion 2 cuando se comento sobre el al-jabr. Esta clasificacion perdurd durante toda la
Edad Media y la ecuacién cuadratica general de la forma (3.3) sélo se introdujo con la
notacion desarrollada al final del siglo XVI. Sin embargo, es posible encontrar estos tres
tipos de ecuaciones en los textos babilonios, por lo que su familiaridad con ellas queda
fuera de toda duda.

Con respecto a las ecuaciones cubicas, se tienen muchos ejemplos particulares que
equivalen a resolver cubicas puras del tipo x*=a, como es el caso de la ecuacion
x® =0;7,30, de la cual se da la solucion x =0;30 sin mayor explicacion, pues se tenian
tablas de cubos y de raices cubicas, elaboradas exprofeso. Las cubicas mixtas de la forma
x® +x* =a se resolvian de forma analoga, consultando las tablas disponibles en las que
aparecian los valores de la suma n® +n’ para valores enteros de n de 1 hasta 30; asi por
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ejemplo, con la ayuda de tales tablas podia leerse inmediatamente que la solucion de la

ecuacion x* +x? =412 es x = 6.

Para los casos un poco mas generales de ecuaciones clbicas tales como 144x° +12x* =21,
los babilonios usaban su método de sustitucion: multiplicando por 12 ambos miembros y

haciendo y =12x, la ecuacion se convierte en y®+y? =412 de donde resulta y =6,
luego, x =% o bien x = 0;30.

Las cubicas de la forma ax® +bx® = ¢ se pueden reducir a la forma candnica multiplicando
ambos miembros por a/b® para obtener (ax/b)® + (ax/b)* = ca®/b®, que ya es una clbica
de la forma estandar en la incognita z = ax/b, y consultando las tablas para obtener el valor
de esta incognita, se puede determinar el valor de X.

Por otra parte, no se tienen evidencias de que los babilonios hayan sido capaces de reducir

la cubica general ax® +bx®+cx=d a su forma canonica. Sin embargo, debemos hacer
notar que la resolucion de ecuaciones cuadraticas y cubicas en Mesopotamia constituyd un
logro notable que hay que admirar, no tanto por el alto nivel de habilidad técnica puesta en
juego como por el nivel de madurez y flexibilidad de los conceptos algebraicos que
intervinieron en el proceso. EI algebra babilénica alcanz6 un nivel de abstraccion tan

extraordinario que las ecuaciones ax* +bx*=c y ax®+bx* =c fueron consideradas
correctamente como simples ecuaciones cuadréticas disfrazadas, es decir, como ecuaciones

cuadraticas en x> y x* respectivamente.

4. EL ALGEBRA EN GRECIA

Es mucho lo que las matematicas deben a los antiguos griegos. En general, la ciencia tal y
como la conocemos actualmente, tiene su origen en la Grecia clasica y mucho de su legado
cultural ha tenido un impacto profundo en la civilizacion occidental. "Todos los hombres,
por naturaleza, desean conocer" nos dice Aristételes, y quiza estas palabras reflejen mucho
el espiritu de aventura griego. Ese deseo por conocer los llevé a viajar a Egipto y a
Babilonia, en donde aprendieron mucho de la ciencia de estas civilizaciones, la cual
desarrollaron hasta llegar a crear sus propias ciencias "...como cosas vivientes, basadas en
principios primarios y firmes, con una capacidad de un desarrollo infinito.” [8]. En
particular, las matematicas no escaparon a esa inventiva genial de los griegos, pues "... de
todas las manifestaciones del genio griego, ninguna es mas impresionante ni mas
imponente que la que es revelada por la historia de la matematica griega" [8].

Por otra parte, supieron reconocer su deuda con las dos grandes civilizaciones que les
precedieron y "todo lo que nosotros los griegos recibimos lo mejoramos y perfeccionamos”,
como nos dice Platon. Pero en realidad hicieron mucho mas que eso pues supieron
reconocer en el uso de la raz6n una poderosa herramienta con la que podian ser capaces de
entender la naturaleza y, mas aun, tenian el convencimiento de que ésta podia ser explicada
en términos matematicos. El dicho pitagorico de que "Todo es nimero" es una muestra
clara de lo que hemos dicho.
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Ademas, lograron tener éxito en donde sus predecesores habian fallado pues supieron dar a
la matematica el rango de ciencia deductiva por excelencia. Esto fué posible gracias a que
entendieron la gran diferencia que existe entre manejar ideas abstractas y generales en vez
de las limitaciones que impone la cienca practica, es decir, la que esta orientada a resolver
los problemas cotidianos. Asi por ejemplo, supieron distinguir que una recta, un
triangulo,un circulo, etcétera, son conceptos abstractos que surgen cuando se idealizan sus
imperfectas realizaciones en la naturaleza o en las cosas que usamos en nuestra vida diaria.

Todo esto los llevaria al convencimiento de que s6lo con el uso de la razén era posible
conocer pues los sentidos siempre nos dan imagenes imperfectas del mundo que nos rodea.
Aqui esta la semilla que di6 lugar a una genuina preocupacion por la formalizacion, es
decir, la justificacion l6gica de sus razonamientos. Esto los llevd a reconocer que en todo
razonamiento es preciso partir de ciertos principios basicos y evidentes por si mismos, y de
los cuales se pueden deducir, con el uso de la razén, resultados méas profundos. Tenian claro
también gue no era posible basar sus principios basicos en otros todavia mas elementales o
demostrarlos mediante otros principios pues "... En cuanto a la demostracion circular, su
imposibilidad absoluta es patente, si es cierto que la demostracion ha de partir siempre de
cosas anteriores y méas notorias. En efecto, es imposible que las mismas cosas sean
respecto de unas mismas cosas anteriores y posteriores a la vez ... Los partidarios de la
demostracion circular, no sélo cometen la falta que aqui indicamos, sino que en el fondo se
limitan a decir que una cosa existe si existe ..." [2, pp. 158-159].

Asi, no puede haber demostraciones con un retroceso infinito ni con un proceso circular, y
todo sistema deductivo debe partir de axiomas. Esto trae como consecuencia el surgimiento
del método axiomatico, del cual podemos decir que es la aportacién mas grande de los
griegos a la ciencia en general y a las matematicas en particular. Este método tuvo su mayor
realizacion en los Elementos de Euclides y durante miles de afios fueron el modelo a seguir
en los desarrollos matematicos.

En estas condiciones, es de llamar la atencién que los méas grandes logros matematicos de
los griegos fueron de tipo geométrico y el punto de vista pitagérico de que todo podia ser
explicado en términos de los nimeros naturales o sus razones (arithmos), no fue suficiente
para paliar el dominio avasallador de la geometria. No sabemos a ciencia cierta el por qué
de esa preferencia de los matematicos griegos por la geometria, sin embargo, sabemos que
el descubrimiento de los nimeros inconmensurables, esto es, aquellos nimeros que no es
posible expresarlos como razones de enteros positivos, fué un suceso que destrozé por
completo las bases de la fe pitagérica en los nimeros. Esto posiblemente llevd a los
matematicos griegos a replantearse el papel de estos, en los cuales ya no podian confiar
ciegamente y, en consecuencia, esto los obligd a introducir grandes cambios en sus
matematicas.

Como resultado, el algebra babilonica, que los pitagéricos conocian y manejaban, debia
ajustarse a la geometria. Asi, la forma normal de los babilonios, el encontrar dos numeros
dada su suma (o diferencia) y su producto, debia reinterpretarse geometricamente. De esta
manera, el problema de encontrar los nimeros x y y que cumplen x+y=s y xy=p,

para s y p dados, se interpretaba como sigue: Construir un rectangulo sobre un segmento
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de longitud s, con una anchura x, de tal manera que el area de este rectangulo (sx), sea

mayor que el area p en un cuadrado de area x*, esto es, sx = p+ x> (ver ecuacion (3.1)).

En este nuevo esquema, ya no era posible sumar longitudes con areas ni areas con
volumenes, etcétera. Por ejemplo, una ecuacion de la forma ax=bcdebia interpretarse
como una igualdad entre las areas ax y bc, y no como una proporcién, es decir, una
igualdad entre las razones ¢ y <. El efecto que estos cambios produjeron en la matematica

griega fué muy negativo para el algebra pues cancelé toda posibilidad de desarrollo
independiente para ésta; ademas, también elimin6 todo intento encaminado a crear una
notacion simbdlica que les permitiera a los calculistas (aritméticos) abreviar sus formulas y
métodos de célculo.

Esta algebra de tipo geométrico, a la que podriamos llamar algebra geométrica, fue la que
prevalecié en la matematica griega y la que perduraria durante muchos siglos por venir. Sin
embargo, hay que destacar que las propiedades de las operaciones de suma y multiplicacion
que son propias del algebra, tales como la asociatividad de la suma o la propiedad
distributiva a(b+c)=ab+ac, resultaban obvias en esta algebra geométrica. Asimismo,

identidades como (a+b)>=a’+2ab+b* y a’-b’=(a+b)(a-b) se demuestran

facilmente en este contexto. Incluso la ecuacion x*=ab es facil de resolver. De hecho,
todas estas formulas se demuestran en el segundo libro de los Elementos, pero siempre en
términos geométricos. Ademas, esto hace muy dificil el manejo de ecuaciones de grado
mayor a dos, por lo que raramente se tratan ecuaciones cubicas o bicuadréaticas.

El libro quinto de los Elementos ha sido, a lo largo de la historia, uno de los méas admirados
de entre los trece que componen esta obra. En el se trata la teoria de las magnitudes, de la
cual Bourbaki dice que es la creacion més original de la matemética griega [3, p. 75].
Mucho del material de este libro es atribuido a Eudoxo pues su teoria de las proporciones se
aborda en el mismo y, en cierta manera, esta fue una respuesta al problema de la
inconmensurabilidad pues desde que se descubrieron las proporciones no conmensurables,
los griegos trataron de eliminar en lo posible el uso de las proporciones. De esta manera,
Eudoxo vino a establecer las bases para una teoria de la proporcién que era independiente
de la conmensurabilidad.

Desde el punto de vista algebraico este libro es muy importante pues se prueban algunas
propiedades para magnitudes que serian lo andlogo a las propiedades distributivas
m(a+b)=ma+mb y (a+b)n=an+bn. Incluso se prueba que el producto de dos razones
es independiente del orden en que se realice la operacion, es decir, esta multiplicacion es
conmutativa.

Arquimedes de Siracusa fue sin duda uno de los mas grandes matematicos griegos. Su
genio se deja ver a través de sus muchos descubrimientos en diversas areas tales como la
mecanica, la hidrostatica, la astronomia y, por supuesto, en las matematicas. Sus
aportaciones a esta ciencia fueron tan importantes que ocupariamos volimenes enteros
analizando su obra. Sin embargo, lo que nos interesa mencionar en esta breve exposicion
del algebra en la antigua Grecia con respecto al trabajo geométrico-algebraico de
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Arquimedes, es un problema que aparece en su libro Sobre la Esfera y el Cilindro (ver [4,
p. 132]) y es el siguiente: ¢Como cortar una esfera por medio de un plano de tal manera
que la razon de los volimenes de los dos segmentos esféricos sea igual a una razén dada
22 Este problema es analizado por Arquimedes con metodos geométricos, por supuesto, y

logra dar algunos resultados importantes. En efecto, el problema es equivalente a resolver
una ecuacion cubica de la forma

4r2 _ (Br—x)(a+b)
X2 ar !

y Arquimedes logra reducirlo a un problema que para nosotros equivaldria a encontrar la
solucién de una cubica de la forma

x?(c—x) =dp®.
La manera en que Arquimedes llega a una solucidn es a través de encontrar la interseccion
de la pardbola cx*= p’y con la hipérbola (c—x)y=cd, y mas aln, es capaz de dar
condiciones sobre los coeficientes de la ecuacién que le permiten determinar el nimero de
soluciones reales. Después de Arquimedes, pasarian muchos siglos para que se retomara el

andlisis de ecuaciones cubicas y es durante la hegemonia &rabe, concretamente con Omar
Khayam, cuando se estudian nuevamente este tipo de problemas.

Otro matematico griego que hace contribuciones importantes de tipo geométrico es
Apolonio de Perga. Su trabajo sobre las Cénicas es significativo pues en el se ven los
primeros atisbos de lo que después seria el uso de coordenadas en la geometria, que
Descartes lleva a su plena realizacion.

Mencién aparte debemos hacer de Diofanto de Alejandria, ya en plena decadencia de la
matematica griega. En efecto, con Diofanto se vuelve a la tradicién de los calculistas
babilonios pues su libro, Aritmética, estd mas cerca de la matematica babilonica que de la
gometria griega. En esta obra, Diofanto ya no se preocupa por darle una representacion
geomeétrica a los nimeros y por lo tanto esta en mucha mas libertad para desarrollar algunas
reglas de calculo simbdlico. De hecho, introduce simbolos para representar la incognita de
un problema y desarrolla una notaciéon que usa para abreviar potencias de numeros,
relaciones y operaciones.

De entre sus logros es posible destacar las leyes de los signos, pues una operacién del tipo
(7-3)5-2)=(4)(3)=12 lo lleva a establecer una identidad de Ila forma
(7-3)(5-2)=7-5-7-2-3-5+3-2=35-14-15+6=12, por lo que concluye que "mas
por menos es menos” y "menos por menos es mas”, y vemos en su trabajo el primer ejemplo
de célculo con nimeros negativos. Ademas de esto, logrd dar reglas que equivalen a las
leyes de los exponentes que nosotros escribiriamos como x"x"=x"", para valores
pequefios de los exponentes, los cuales también podian ser negativos.

Los problemas que se tratan en la Aritmética nos muestran una gran habilidad matematica
por parte de Diofanto. Por ejemplo, un problema es el siguiente: Encontrar dos nimeros
tales que su suma sea 20 y la suma de sus cuadrados sea 208. En nuestra notacion moderna
esto lo escribimos como el sistema de ecuaciones

x+y=20,
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x? +y* = 208.

En lugar de escribir el problema en esta forma, Diofanto lo expresa de manera equivalente

como

10+ X) + (10— x) = 20,
(10+ x)* + (10— x)* = 208.
De aqui se sigue que x =2, por lo que un numero es 8 y el otro es 12.

Hay quienes llaman a Diofanto el padre del algebra, aungque nosotros hemos reservado ese
titulo para al-Juarismi. La razon de esto es que Diofanto todavia no tiene una concepcion
independiente del algebra y su Aritmética no es, propiamente hablando, un texto de algebra
como si lo es el al-jabr. Por otra parte, problemas que dan lugar a los tres tipos de

ecuaciones cuadraticas (a) ax’ +bx=c, (b) ax’+c=bx y (c) ax* =bx+c, se tratan en la
Aritmética, pero sus soluciones se presentan como algo incidental, pues se requieren para la
solucion de otros problemas, y no como resultado de un andlisis sistematico de estas
ecuaciones. De hecho, cuando trata con problemas que lo llevan a resolver ecuaciones del

tipo ax™ =bx", Diofanto habla de su intencion de escribir un tratado sobre las ecuaciones
cuadraticas, tarea que al parecer no llevo al cabo.

Es indudable la influencia de Diofanto en lo que ahora llamamos Teoria de Numeros y
recordemos que el llamado Ultimo Teorema de Fermat, que por tanto tiempo estuvo sin
demostracién, fue enunciado por éste en el margen de una de las paginas de su ejemplar de
la Aritmética y que lo hicieron una de las conjeturas mas famosas en las matematicas hasta
que finalmente fue demostrado por Andrew Wiles en 1995.

Con lo expuesto hasta aqui hemos dado un breve repaso al desarrollo del algebra en las
civilizaciones antiguas, a las que debemos reconocer sus logros matematicos pues con ellos
se dieron los primeros pasos que nos han llevado a esta gran aventura del intelecto humano
que llamamos matematicas. En la segunda parte de este trabajo tendremos oportunidad de
ver otro tipo de logros que nos acercan mas con la concepcion moderna que se tiene de las
matematicas y que propiciaron, en particular, la evolucion del &lgebra abstracta.
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