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3. OPERACIONES CON FUNCIONES.

Las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division entre funciones son posibles y
semejantes a las correspondientes efectuadas con los numeros. En esta seccidn
definiremos la composicion de funciones y la funcion inversa de una funcion; estos dos
conceptos —composicion e inversion de funciones- son importantes en el desarrollo del
calculo. Reconocer una suma, producto, cociente o composicion de funciones es Util
porque permite descomponer funciones complicadas en otras mas sencillas.

3.1 Algebra de funciones.

En esta seccidn consideraremos las operaciones con funciones. Las funciones obtenidas
a partir de estas operaciones —llamadas la suma, la diferencia, el producto y la division
se definen como sigue:

Definicion 3.1.

Sean fy g dos funciones y supongamos que Ds y Dy denotan los dominios de f
y g, respectivamente. La funcion f + g esta definida por

(f+g)(x) =) +9(x)
El dominio de f + g es D » Dy

Ejemplo 3.1.

Sea f(x) = x y g(x) = v/x . Entonces (f + g) (x) = x + v/x . El dominio de f es (~o0,0) y el
dominio de g es [0, «). Asi el dominio de f + g es Df "Dy = (-0, 20) M [0, ) = [0, o).
Ejemplo 3.2.

Sea f(x) = x* = 1y g(x) = 4x. Si x = 3, entonces f(3) = (3)° - 1 =26 y g(3) = 4(3) = 12.
Asi, (F+9) (3) = f(3) + 9(3) = 26 — 12 = 14.

Definicion 3.2.

Sean fy g dos funciones y supongamos que D; y Dy denotan los dominios de f
y g, respectivamente. La funcion f - g esta definida por

(f-9)(x) =1(x) - 9(x)

El dominio de f - g es Df » Dy

Ejemplo 3.3.
Sea f(x) = Vx+1 y g(x) = Vx—4, entonces f( - g)(x) = f(X) — g(x) = Vx+1 - Vx—4.

El dominio de f es [-1, «), y el dominio de g es [4, «). El dominio de f— g es Ds N Dy =
[-1, ©) N [4, ) = [4, ).
Definicion 3.3.

Sean f y g dos funciones y Ds y Dy denotan los dominios de f y g,
respectivamente. La funcion f - g esta definida por

(f - g)(x) = f(x)- 9(x). El dominio de f - g es Ds » Dy
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Ejemplo 3.4.

Sea f(x) = x — 2y g(X) = x + 2. Entonces (f-g)(x) = f(x) g(x) = (x + 2 )( x - 2) = x*- 4.
El dominio de f es (—, ) y el dominio de g es (-, «). Por tanto el dominio de f - g es
D¢ N Dy = (o0, o).

Ejemplo 3.5.

Sea f(x) = | x| y 9(x) = 5. Entonces (f -g)(x) = f(x) g(x) = | x |-5. El dominio de fes 3y
el dominio de g es 3. Entonces el dominio de f - g es Df N Dg = 3. Si x = -2, entonces (f -
9)(-2) =1(-2) - g(-2) =|-2|5 = 2-5 = 10.

Definicion 3.4.

Sean fy g dos funciones y Ds, Dq sus dominios respectivamente. Entonces la
funcion f/g esta definida por:

(f/g)(x) = f(x)/a(x) , g(x) =0
El dominio de f /g es Ds » Dgy excluyendo los valores de x para los cuales g(x)
=0.

Ejemplo 3.6.

Si f(x) = x + 4y g(x) = x* — 1. Entonces (f/g) (x) = f(x) / g(x) = x + 4/(x* - 1). El
dominio de fy el de g son los niimeros reales. La funcién g(x) = x* — 1 es cero para x =
1y x =-1. Por lo tanto el dominio de f/ges R - {-1, 1}

Ejemplo 3.7.

Si f(x) = VX y g(X) = v/=x . Encuentre (f/g) (X).

Solucion:

El dominio de f es [0, «) y el dominio de g es (-o0, 0]. Entonces D nDg = {0}, pero

g(x) = v—x es cero para x = 0. Ahora el dominio de f/g es Dr "Dy excluyendo los
valores para los cuales g(x) es igual a cero. Por lo tanto el dominio de f/g es el conjunto

vacio. De donde se tiene que la funcion (f/g)(x) = v/x / ~/=x no tiene dominio.
Ejemplo 3.8

Sea f(x) = V4—x* y g(x) = 3x + 1. Encuentre a) la suma, b) la diferencia, c) el
producto y d) la division de fy g.
Solucion:

El dominio de f es el intervalo cerrado [-2, 2] y el dominio de g es 3. En consecuencia la
interseccion de sus dominios es [-2, 2] y las funciones pedidas estan dadas por

a) f(+g) (x) = V4—x2 +(3x + 1)
b) (f-g) (X) = V4—x* - (3x +1)
¢) (f-0) () =(V4-x") (3x+1)

d (f-g)(xX)=+v4-x> /(3x+1)
El dominio de (a), (b) y (c) es el intervalo [-2, 2]. En la parte (d) la funcién g(x) = 3x
+ 1 es cero si x =-1/3 y por lo tanto el dominio es {x | -2 <x <2, x # - 1/3}.
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3.2. Composicion de funciones

Sabemos que la notacion “g(a)” significa el valor de la funcion g(x) cuando x = a; se
obtiene al sustituir a por x, siempre que x aparezca en la expresion de g(x). Por ejemplo,

sig(x) = x3 + 2, entonces g(a) = & + 1;

si g(x) = vx—x*, entonces g(a) = Va—a’

Si f(x) es una funcién, entonces g(f(x)) es la funcion que se obtiene al sustituir f(x) en
lugar de x, siempre que ésta ocurra en la expresion de g(x). La funcién g(f(x)) es
Ilamada la compuesta de g con f y se utiliza el simbolo operacional o para denotar la
compuesta de g con f. Asi (g o f) (x) = g(f(x)).

Sig(x) = X%y f(x) = x + 2, entonces (g 0 f)(x) = g(f(x)) = (F(X))? = (x + 2) ;Cuél es el
dominio de g o f? La siguiente definicion nos da la respuesta,

Definicion 3.5.

Si f es una funcion de X en Y y g es una funcion de Y a Z, entonces la funcion
compuesta g o f es la funcion de X a Z dada por

(g 0 )(x) = 9(f(x))
para cada x en X. El dominiodegofes
Dgot = {X | X e Dy f(x) £ Dg}

La siguiente figura muestra una representacion geométrica de (gof) (x) = g(f(x))

gof

Es muy importante hacer notar que para formar la funcién composicion es necesario que
el rango de la funcion f sea igual o un subconjunto del dominio de la funcién g.

Ejemplo 3.9.
Seaf(xX)=x+3yg(x)=2x+ JX . Encuentre gof y especifique su dominio.
Solucion:
Por las definiciones de gof, fy g, tenemos que
(gof) () =g(x + 3) =2(x + 3) + V/x+3

El dominio X de f es el conjunto de todos los numeros reales. Sin embargo (gof) (x) es
un namero real sélo si x > -3. Por lo tanto el dominio de gof es el intervalo [-3, «).
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También es posible calcular la composicion de f con g. En este caso obtenemos primero
la imagen de x bajo g y luego aplicamos f a g(x). Esto nos da una funcion compuesta de
Z a X denotada por fog. Por lo tanto por definicion

(fog) (x) = f(9(x))
para cada x en Z.
Ejemplo 3.10.

Sean f(x) = v/x y g(x) = 2x — 3. Encuentre (fog) (X), (gof)(X) y sus dominios.
Solucion:
Por las definiciones de fog, gof, fy g tenemos
(fog)(x) = f(g(x)) = f(2x - 3) = V2x -3
El dominio de g es (-o0, ), y el dominio de f es [0, ). EI dominio de fog es el conjunto
de nimeros reales para los cuales 2x — 3 > 0, 0, equivalentemente [3/2, «).
De la misma forma

(9oN(X) = g(f(x)) = g(v/x ) = 2V/x -3
El dominio de gof es el conjunto de nimeros reales para los cuales x > 0, es decir [0, ).
notese que fog puede ser una funcion diferente a gof.

Ejemplo 3.11.

Sea f la funcion definida por f(h) = 60 h que convierte horas en minutos, y g(m) = 60m
la funcidén que convierte minutos a segundos. Encuentre una funcién que convierta
horas en segundos.

Solucién:

. segundos

g(f(h))

gof

(gof) (h) = g(f(h)) = g(60h) = 60(60h) = 3600h
Los siguientes son ejemplos de composicién de funciones.

(1) El costo de produccién de huevos por un granjero es funcion del nimero de gallinas
que tiene; el nimero de gallinas depende a su vez del costo del alimento. El costo
de produccion de huevos es una funcion del costo del alimento para gallinas.

(2) La produccion anual de naranjas de una huerta es funcion del nimero de arboles
plantados en la huerta; el nUmero de arboles plantados es funcién de la fertilidad del
terreno. La produccién anual es pues funcion de la fertilidad del terreno.
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3.3. Inversa de una funcion.

Supongamos que f es una funcién uno a uno con dominio X y rango Y. Esto significa
que cada elemento y de Y se asocia con un solo elemento x de X. Podemos entonces
definir una funcién g con dominio Y y rango X tal que

G(X)=x,sif(x) =y

Z b

La funcion g “manda” y con X, si la funcion f “manda” x con y. En cierto sentido la
funcién g “deshace” lo hecho por la funcion f.

Como se ilustra en la figura, g(y) = x si f(x) = y. Esto significa que
g(y) = g(f(x)) = x, para cada x en X.

La funcién g se llama la funcion inversa de f y la funcion f se llama la funcion inversa
de g de acuerdo con la siguiente definicion.
Definicion 3.6.

Si f es una funcién uno a uno con dominio X y contradominio Y, entonces una
funcién g con dominio Y y contradominio X se llama funcion inversa de f si

(feg)(x) = f(g(x)) = X para cada x en Y
(goN(x) = g(f(x)) = X para cada x en X

Algunas veces a la funcién g se le denota como f* pero el —1 no significa que sea
exponente.

Ejemplo 3.12.
Sea f(x) = 2x — 1 para todo numero real. Encuentre la funcion inversa de f.
Solucion:

No es dificil mostrar que f es uno a uno con dominio y rango 3 y por lo tanto la
funcidn inversa existe. Pongamos y = 2x — 1 y despejamos X en términos de y.

X:y—-‘rl
2

Esta ecuacion nos permite encontrar X cuando se nos dé el valor de y. Escribamos g(x) =

X+1 ., . )
y:T, esta funcion nos permite calcular g(x) cuando se nos dé el valor de x.

Proponemos a g como candidata a funcion inversa, verifiguemos

f _
(gh)(x) = g(F(x)) = (XZ)“: 2X 21+1=x

(Foa)() = f(g0) = 290 ~ 1 = 2(%”]—1: x+1-1=x
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Por lo tanto g es la funcion inversa de f. Utilizando la notacién f* equivalente tenemos
que:

X+1
f*(x)=—=
(=2
Ejemplo 3.13.
Dado f(x) = x> -1. Encuentre f*, si ésta existe.
Solucion:

La funcién f(x) = x* — 1 es una funcién 1-1. Por lo tanto su inversa existe. Si f* existe,
entonces por la definicion 1.3.6 se tiene (fof )(x) = x. Asf

(FfD(x) = f(FI(x) =x
(F1(9)° -1=x
(F1(9)° = x+1

f1(x) = ¥x+1

Comprobamos la segunda condicion tomando f*(x) = ¥/x +1

-1 —
(D) = ) = Yxal -1
= X+1-1=xX
Ejemplo 3.14.

Encuentre la funcién inversa de f suponiendo que su dominio X es el intervalo [0,
) y f(X) = x* + 2 para toda x en X.

Solucion:

El dominio se restringié de manera que f fuera 1.1. El rango de f es el intervalo [2, «).
Asi como en el ejemplo 3.12 primero consideramos la ecuacién y = x* + 2.

Despejando x tenemos x:i\/ﬁ. Como X es no negativa descartamos x:—\/ﬁ y
consideramos solamente la ecuacion x= \/ﬁ .y proponemos a f! como f*(x)
=Jy-2.

A continuacion comprobamos las dos condiciones de la definicion 3.6
(FofN)(x) = F('(X)) = f((x—2) = (Yx—2)°+2=x-2+2=X

(FLof)(x) = FUFRQ) = F1(x%+2) = /X +2-2 = /x*
Esto demuestra que

fix) = x + 2 para X > 2.
3.3. Relacion gréfica de una funcion y su inversa.

Siy = f(x) es una funcién uno a uno f (a) = b, entonces su inversa f*(x) “manda” b
al punto a. Luego, si (a, b) es un punto de la grafica de y = f(x), entonces (b, a) esta en la
grafica de y = f(x). Esto significa que las graficas de funciones inversas son
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reflexiones una de otra sobre la recta y = x. Si tenemos la grafica de una funcion que es
uno a uno, entonces podemos trazar la grafica de su inversa que es la reflejada sobre la
bisectrizy = x.

Lo anterior se muestra en las gréaficas de los ejemplos 1.12, 1.13, 1.14,
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